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ELŐSZÓ 


Ennek a jegyzetnek az a célja, hogy a matomatika nehezebb feje- 
zeteiben, tóchnikai trükkjelhen kevésbé járatos olvasó is: megismerked- 
hassa az elmélet felépítését És alkalmazási lehetőségeit. Ezért tárgyar 
Isunkban egyes helyeken átugorjuk a Szígoru matematikai módszereket. 
Támaszkodunk a szemléletre, és egy-egy nehezebb bizonyítást heurisz- 
tikus mágyarázattal heolyettesítünk. Iyenkor a bizonyítást vázlatos bizo- 
nyitásnak nevözzük. Ha pedig egy bizonyításnak csak valamelyik lépését 
nem indokoljtk egzakt- matematikai eszközökkel, akkor erre ott utalunk. 
Amikor egy közelítő egyenlőséget anélkül alkatmazunk, hogy a közelítés 
pontosságát megvizsgálnánk, a szfelet használjuk, 

A B.M.E, Villamosmérnüki Karán a nappali és a levelező tagoza- 
ton is tanulnak válőszinüségszámítást. Általában egy félév tut a valöszi- 
niségszámításra, de a B oktatás formában ezt még kövéti matematikai 
statisztika vagy/és sztochasztikus folyamatok elmélete. Van olyan szak, 
ahol az 150 évben, más szakon csak a negyedik évben szerepei a való- 
színüségszámítás. Ezért neiá volt könnyű egységes kari jegyzétet készi- 
teni, amiből mindenid "megkapja a magáét". Néhány részre a későbbi 
fejezetek lényegében nem támiszkodnak, és így szilkség esetén ezek a 
részek kihagyhátók. Hyenek: I/A1; II/3,4,5;, IV/6; VI/6; VII/,2,3; 
X/6; XIk XIII/£,3.4; XIV. Ezeken kívül néhány nehezebb részt ugy 
szerkesztettem, hogy a kevésbé érdeklődő olvasó ezeket átugorhassa. 
Ezeket a lap szélén huzott szaggatott vonallal jelöltem meg. Néhány 
fontos gondolatot a lap szélén huzott kettős vonallal emeltem kt, enogy 
JLRÓÁK az Olvasó figyelmét. A definiált fogalmakat mindig aláhuztam 

A "DBefinictó" kulcsszót sehova sem Írtam ki, hogy a szövég folyama- 
tosságát ne kelljen ezzel megtörni. 

A jegyzet terminológiálát és jelölésrendszerét igyekeztem összhang- 
ban tartáni Prékopna András Valószínűségeimélet c. könyvével (Muszaki 
Könyvkiadó, Í972). Ezt a könyvet ajánlom azoknak, akik. további ismere- 
tekre szeretnének szert tenni. 

A jegyzetben bizonyítás néliktl vagy csak vázlatos bizonyítással tár- 
gyalt, mélyebb eredmények egzakt bizonyítása megtalkílható J, Neveu Bases 
mathématiguess du calcul des probabiíliítés (Masson et Cle, Paris, 1964) és 
VA, Petrov Szummü nyezeviszímüh szlucsajnih vellesin (Wauka, Moszkva, 
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L VALÓSZÍNŰSÉG 


1: ,, Rend a rendetlenségben" 


Ha feldobünk égy dobőkockát, biztosak lehetünk bétino, hogy nem 
kerül Föld körüli pályára, hanem valahóva leesik, Ha Bik terepre esik, 
akkor az ís biztos, bögy valámelyik lapja lesz felül, hiszen nem tud 
sem a $arkán, sem az élén mepálini. Azt viszont nem lahet előre még- 
mondani, hogy melyik lapja lesz felül. Ez véletlentől fűgy.. 

Ha egy jó műszaki állapotban lévő Mercedes kellő mennyiségü 
üzemanyagtral az M7-es autópályán Budapestről Székesfehérvárra igryek- 
szik, akkor (feltéve, hogy semmiféle forgalmi dúgő sem akadályozza eb- 
ban, hogy a megengedett. maximális sebességgel menjen) 0, ő6 óra 5 
- 39,6 perc alatt Székesfehérvárra ér. Úgyánís a két város közti távol 
ság 66 km, az autópályán a megengedett maximális sebesség 100 km/ő 
és tudjuk, hogy egyenletes sebesség esetén idő - ut/sebesség,. Viszont 
akármennyire is szabad az ut a Mercedes előtt, nyilyánvaló, hogy 838- 
bessége nem egyenletes; Kis emelkedők, lejtők, szembeszél, hátszél, 
kanyarok, zavaró látási viszonyok stb. miatt hol lassábban, hol gyorsakr 
ban megy mint 100 km/ő. A sofőr nem képes ugy nyomni a gázpedált, 
hogy a kocsi pontosan. 100 km/ő sebességgel menjen. Ezért a kötési me- 
netideje sem pontosan 39,6 perc. Ennél picivel több vagy kévésebb. Ha 
(lenne Mercedesem, és) többször leutaznék Budapestről Székösfehérvárra 
a mondott körülmények között, mindig más lenne a menetidő. Körülbelül 
39,6 perc, de nem pantosan ennyi. Á menetidőt nem lehet előre ponto- 
san megmondani, Ezt is véletlen tényezők befolyásolják. 

A való világ jelenséget (pl. kockadobás;i; Közlekedés) olyanok, hogy 
bizonyos feltételek mellett (a kocka elk térépré ésik; sutónkat semmi 
sem akadályozza abban, hogy máximális sebességgel menjen) ögyes ege- 
mények (2 köcka valahova leesik; autónk odaér Székesfehérvárra) biztos: 
bekövetkeznek, más események (pl. a kocka ugy egik le, hógy a 6-os 
szám lesz felül; autönk.menetiedje nem több 39, 6 perc-nél véletlentől 
függően vagy bekövetkeztek vary nem, 

A véletlenszerüség bizonyosfajta rendetlenséget jelent: nem lehet 
előre tudni, hogy a kocka melyik oldala lesz felül, De nyilván. mindenki 
tapasztalta már, hogy szabályos döbőköcka esetén ritkábban lesz a dobás 
eredménye $6-os, mint nem 6-os. Sőt, ennél többet is állíthatunk: ha 
sokszor dóbjuk fel a kockát, akkor. a dobás eredménye az esétöknek kö- 
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rülbelül ; részében lesz 6-os, és § részében nem 6-os. Ez bizo- 


nyosfajtá rendét, törvényszerüséget jelent a rendetlenségben. Ha az eh- 
hez hasonló törvényszerüségeket felismerjük, basznunmk származhat belő- 
le, Egyrészt alaposabban megismerjik a jelenségeket. fa "véletlentől füg- 
gően bekövetközik vágy nem következik be! megállapításnál sókkal ala- 
posabb ismerettel rendelkezünk, ha tudjuk, hogy "az ésetéknek körtilbe- 
lül z részében bekövetkezik, és p. részébén ném kövétkezik be", 
másrészt a törvényazerüségek ésszerű kihasználásával "anyag!" hasznunk 
ís kalotkezhet. Példáid jó Üzlet lenne számomra az alábbi hazárd játék: 
feldobunk égy szábályos dobókockát, ha. 6-osra esik, akkor nyerék 
6 Ft-ot, ha nem §-osra ésik, akkór vösztek 1 Ft-ot. Ugyanis például 
120 fogadás útán nyereményem kördíbejüt 

1 0 a B sand aga a 

§ " 120 "8 a 120 "17206 Ht 
lenne. 

Ha egy jelenségről céljainknak megfelelő modollt lehet készíteni a 
jelenségben felbukkanő véletlen tényezők figyelembe vétele nélkül, akkor 
számunkra ez is megfelelő, Például a vonatok. - killönösen télen - elég- 
gé véletlenszertén közlekednek, a vasuti menetrendeéket mégis ennek fi- 
gyelembe vétele nélkül készítik. Más ésétekben (pi. időjárás előrejelző- 
ekben) nagyon is figyelembe kell venni a véletlen tényezőket. A valószí- 
niségszámítás elmélete - felhasználva a véletlénszerüségben rejlő tör- 
vényszeélségökét. - éppen arra ad utmutatást, hogy mit kei tennünk, ha 
egy jelenségről a véléílen tényezők. figyelembőovételével akarunk modolit 
készíteni. ; 

A való világban nehéz olyán jelenséget találni, mélybe á véletlen 
ne szőlna bele. Ezért a valószínűségszámítás alkalmazási területe szítte 
Inarn ismer határokat?, A valószínűségszámítás szemléletmődja, fogal- 
mai manapság olyannyira fontosak, hogy az általános iskola aisó tagoza— 
tában is tanítják. Koözdjünk hozzá gyorsán mi Ísr!r 


2, Véletlen jelenség 


Égy ölyan jelenségét, mélyüék kimenetelét nem lehet pontosan tud- 
ni a jelenség lezajlása élőtt, véletlen jelenségnek fögúük nevezni, Például 


1. A kockadobásnál nem tudjuk, hogy hol és melyik oldalára fog 
leesni a kocka. 
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2. Délelőtt nera lehet megmondani, hogy az MT-es autópálya Fórgál- 
má pöntösar hogyan fog alakulat az esti őrákban, 
8. Áz időjérás is véletlen jelenség; 


Véletlen jelenségeket azáltal adhatunk meg, hogy leírjuk azokat a 
feltételeket, amelyek mellett a jelenség lezajlik, Például 

1. Megrüöüdjuk, hogy szabályos kockát dobunk I81. Előirjuk, hogy 
jó magásra kéfi a kockát féldobni. Garantáljuk, hogy €. kocka sik terap- 
Te essen. 

2, Megszabjuk, hogy mikor tmunkanapon vagy hétvégén, télen vágy 
nyáron, milyen jaöszakban stb.) vizsgáljuk az autópálya forgalmát. 

3. Megmondjuk, hogy hol (Budápésten, a Háwáti-szígeteken), :mi- 
kor ítavásszal, Összelj stb. vizsgáljuk az időjárást. 


Egy véletlen jelenség megadásánál az összes szóbajölietőű feltétel 
részletes leírása gyakorlati és elvi akadályokba ütközik. A részletes 1ae- 
írás több oldalt. tenne ki, illetva akárhány feltétel megadása után fel ler 
het tenni olyan kérdést, melyet a megadott feltételekből nem lehet meg- 
válaszolni. Ezt. a nehézséget azzal próbáljuk áthidalni, hogy csak a fel- 
vetett probléma szempontjából lényeges feltételéket irjuk le, továbbá a 
feladatok szövegét ugy fogalmazzuk meg, hogy az Olvasó remélhetőleg 
magától kitalálja a nem részletezett feltételeket is. Ennek eredménye- 
képpen a valószíníségszámítás feladatok szövege általában csak közepe- 
sen hosszu, Helyes megértésük viszont az Olvasó aktiv fantáziáját 
igényii. 


3. Esemény 


Véletlen jelenségekkel kapcsolatban megfogalmazhatunk olyan álli- 
tásokat, melyek vagy bekövetkeznek a jelenség lezajlása során, vagy 
nei. Például 

i. A kockadobásnál a kocka vagy ugy esik le, hogy a §-os lesz 
felül, vagy nem. 

2. Az M7-es autópályán télen, egy kiszemelt munkanapon, este 
18 és 20 óra között vagy lösz karambol, vagy nem, 


Minden olyan kijelentést, állítást, ami a vizsgált véletlen jelenség 
lezajlása során vagy bekövetkezik, vagy nem következik be, eseménynek 
nevezünk. Az eseményeket azáltal adjuk meg, hogy megmondjuk, mikor 
következik be az esemény. Események jelölésére leptöbbnyire nagy betü- 
ket használunk. Például események: 
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1, A 5 a kockadobás eredménye 6-os. (olvasd: "A legyén az az 
esemény; hógy a kockadohás erédménya 6-os") 

2. B- az M7-es. autópályán télen, munkanapon, oste 18 és 20 óra 
között kararibol történik. 

3. GC —.holnap Búdapéstén esni fog az eső. 


Nem szábad elfelejteni, hogy áz. egéményéket mitdíg válamilyén kö- 
rábban elmagyarázott vagy nyiivánvalósága miatt el .sem magyarázott 
véletlen jelenséggel kapcsolatban kell értelmeznünk. 

Két eseményt akkor tékinttink egyenlőnek, ha. pontosári egyszeérő 
következnek ba. Ha egy dobókockával űobuúnk, akkor a F6-tal ösztható 
számot dobunk? esemény ugyanág, inlüt áz "5-nél nágyóbb számot dr 
bank" esemény, hiszen ezek pontosan egyszerre következnek be: 4 kockán 
az egyetlen 6-tal osztható szám és : az. egyetlen 5-nél nagyobb szám Ha 
88-05. 

Áz események közé soroljuk és biztos eseménynek nevezzük. azt, 
ami. biztosan hekövetközik, és lehetetlen eseménynek azt, ami -asmint- 
képpen sam. következhet be. Például a kockadobással kapcsolatban biztos 
esemény: "a kocka valahova leesik", lehetetlen esemény: "10-eat dobunk", 
A. biztós ösémény jele legyen §d , a lehetetlen eseményé é . 


4. Relatív gyakoriság, valószínűség 


Ha egy véletlen jelenség lezajlik ípi. feldobjuk a kockát, és az Ie- 
esik; az M7T-es autópálya forgalmát a benntnket érdeklő szempontok 
alapján egyik este megfigyeljük), akkor azt mondjuk, hogy egy kisérletet 
hajtottunk végre. Ha a kisérletet többször végezzük el, mondjuk n-szér 
íptv 4 kockát n-azer feldobjuk, vagy. n darab kockát dobunk fel egy- 
szerre, n napon át vizsgáljuk az autópálya forgalmát), akkor azt mond- 
juk, hogy n.hosszuságu kisérietsorozatot hajtottunk. végre. Vigyázat, ne- 
hogy félreértés esséki Ha a véletlen jelenség 10 darab kocka feldőbásá- 
ből áll, akkor égy 45 hosszuságu kisérletsorózat egy 10 köckából álló 
kockakészlet 45-szöri vagy 450 darab 10-es csoportokba osztott kooká 
egyszeri. feldobását jelenti. 

Tekintsünk most egy véletlen jelenséget éa vele kapcsolatban egy 
A . eseményt. Végezzünk a véletlen jelenséggel kapcsolatban n darab 
kisérletet. Hzen kisérletsorozat sórán áz A oscípény valahányszor be- 


következik, Ezt a számot jelöljük n a val Áz sak hányadost - mély 


azt mutátja, hogy a kisérletek hányad : részében következett be az A 
esemény - az bsemény relativ gyakoriságának nevezztk. Hú . véletlen- 
től függ, igy a relativ gyakoriság ig véletlentől függ. 
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A váló világ véletlen jelenségei olyanok, hogy a legtöbb A ese- 
ményhez hozzá lehet rendelni egy véletientől nem függő, csupán az A 
eseménytől függő  P(Aj-val jelölt számértéket, melyre igazak a követ- 
kezők; 


1, Ha a szóban forgő véletlen jelenségre "nagyon hosszu! kisiér- 
letsórózatot végzünk, akkor az vseteknek körülbelül P(Áj-úyi részében 
következik be az A esemény, Tehát hosszu kisérletsorozat ssetén az 


— relatív gyakoriság "közel lesz?! I(Aj-hoz. 


2, Ha valamilyen célből el akarunk érni agy bizonyos poritosságot, 
akkor "sok!" falég hosszu" kisérletsorózat elvégzése esetén csák "iví- 
szonylag kevés" kisérletsorozatban fog a rélativ gyákoríság ettől a 
P(A) számtól a megadott pottosságnál jobban eltérni. Ha például A 
a 6-os dobásának éseménye, és a kocka teljegen szimmetrikus, és sok 
ember mindegyike elég gokszor feldobja a kockát, akkor az emberek 
számához viszonyítva osak kövés embernél lesz a relativ gyakoriság 
(s - 0, 0£y-nál kisébb vágy c t 0, 0£1)-nál nagyobb. 

Ezt a P(A) számot az A egzemény valószíntiségének nevezztik. 
(Valószínűség latinül: probabilitas. Innén jön a P bettfj A P. bett 
mögé a zárójelbe mágát az éseményt. defináló mondatot is Írhatjuk, p6l- 


dáut  -P(hatógt dobunk) z 6. 


A fentiekben használt "nagyon hosszu", "közel leszí, ögok!", "elég 
hossza", "viszonylag kevés" szavak rem preciz matamattkai kifejezések. 
Felépítendő mátématikai modellünktőt elvárjuk, hogy a relatív gyakoriság 
fentebb elmondott "atabintási tulajdonságát"! pontos. matemasikai formába 
öntse. Mint a XIV. fejezet 2. pontjában látni fogjuk, erne: kivánálmunknak 
modellünk. eleget fog tenni. 

Yelmérül a kérdés, hogy égy eseményhez igy hozzárendelt valószi— 
nüség menüyire meghatározott, mennyire objektív, milyen. értelemben 
létező érték. Ezt 4. kövétkező analógiával világítjuk meg. Ha például do- 
bőkotkánk tömegét szeretnénk megállapítani, akkor ezt megtehetjtik 
grammnyi, tizedgrammnyi vagy akár milligraminnyi pontossággal. Dé 
ha 25 tizedesjegy nontossággal szeretnénk mogadni a tömeget grammok- 
ban, akkor egy atomtömegnél is pontosabban kellene mérniünir, Ez pedig 
fehetetlonség. A matomatikai modellben a dobókócka dekágramokban ki- 
fejezett tömegét persze jellemezhetjük egy valós számmal, ős ez a szám 


lehet - mondjuk -- épben 5. Az eredeti, valós kockára vonatkozóan az 


azt az információt nyujtja nekünk, hogy a dobókocka tömege. például 
0,166 és 0.187 dekagramm között van. Most nézzük, mi a helyzet a 
§-os dobásának valószínűségével. Ha a dobőkockát egy tökéletes mértani 
idommali modellezzük, akkor szimmetria okok miatt azt mondjuk, hogy 


13 


a 6-os dobásának valószíntisége Fi , Egy elegendőén. szabályos. döbőkoö- 


ka esetén ez a valószlnűség tényleg 0,166. és 0,167 közé: esik. De er- 
nek a . valószínűségnek a meghatározása 25. tírödésjegy pontossággal ér-e 
már attől ís módosul : á 6-os lapra. BBÉB valószinűsége . Valódi köckü 
esétén az egyes valöszinüségéket kisérliotílag - azaz méréssel - hatá- 
rozhatjuk meg. Érdekes kérdéz, hogy vájon hány kiséjrleétét kell végez- 
nünk, hogy a relatív gyakoriság a valószínűséget előré adott pontosság- 
gal. megközelítse. Ezekkel az izgalmas dolgokkai majd a XIV. fejezet 
3. pontjában foglalkozunk. 

Az események valószinüűségéhék meghatározása a matematikai mo- 
dellben lógikai okoskodásokkal (pl. a kocka szimmetriája alapján a §-os 


dobásának valószínűsége I 2). könnyebb-nehezebb mátematikai módszer 


rekkel (lásd a jégyzet hátralóvő részét) lehetséges. A logikai okoskodá- 
sokkal nyort eredmények. is - ne feledjük! - végsősoron a tapasztalatra 
épülnek, mert például egy valóságos kocka szimmétrikus mivoltát nem 
lehet elméleti uton bebizonyítani csak ítöbbé-kevésbé) tapasztalni. 

Természetesen egy esemény valószínűségéről csak meghatározott 
feltételek teljesülése esetén lehet begzélni. Ha a feltételek megváltoznak, 
ax esemőny valószínüsége is megváltózhat. Ha például a kockát nem 
dobjuk Fei elég magasra, henem óvatosan kigördítjük Keztinkből (kisgye- 
rekek próbálnak így 6§-ost dobni, amikor nagyon szeretnének győzöl a 
"Ki nevet a végén" játékban), akkor jelentősen növelhetjük a 6-os dobá- 
sának. esélyét. A mi terminológiánkkal őíve ezi azzal. a fordulaítal £e- 
jezbetjük ki, hogy csak adott körülményekkel. rendelkező véletlen jelen- 
ségre vonatkoztatva beszélhetünk egy esemény valószínüségéről. Ha a 
véletlen jelenség feltételei megváltoznak, akkor az események valószi- 
nüsége meogváltozhat. 

Ha a véletlen jelenség körtürményeit nem ismérjük, seimmi tapasz- 
talatunk. nines, akkor a jelenséggel kapcsolatos események valószíintisé- 
géről nem beszélhetünk. Aki soha nem foglalkozott focival, semmit nem 
érez a hétvégi totó-meccsek -esélyeiről, mig a foti berkeiben járatosabb 
egyének esetlég joggal érezhetik, hogy melyik csapat. győzelme a vaió- 
színübb, sőt esetlex számszertü valószínűség-értéket ís tulajdoníthatnak 
kedvenc csapatuk győzelmének: "Ilyen formaidőziítés, csapatösszeállítás, 
időjárást viszonyok stb. mellett az eseteknek körülbelül 704-ábat. szokta 
mégverni az én csapatom a tiédet, tehát holnapi győzelmünk valószínű: 
sége 07", 

Matematikai modellünk felépítését mindenekelőtt a valószínűség 
alapvető. tulajdonságainak felkutatásával, a valószíntiség axiómáinak ki- 
mondásával kel! kezdenünk. Ehhez először az események közötti miűve- 
letekkel és relációkkai keli megismerkednünk. 
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a. Művéletek és relációk események között 


Ugyanazzal a vőletlen jelenséggel kapcsolatban értelmezett csemé- 
nyek között összefüggéseket fedezhetünk fel, Például a kockadobással 
kapcsolatban örtöliözztik a következő öseményeket: 


A - páros. számot dobunk, (3,4, 6, 
páratlan számot dobunk (1,3,5), 

a-3-nál nagyobb számot dobunk, (4, 5,-6), 
D-  8-niál döztható számot dobunk, (3.6, 
E ö-nél nagyobb számot dobunk, (3.4,5, 6); 
F --$-et vagy 6-ot dobunk, (4, 6), 


G — 2-t dobunk, (3). 


H hi 


Vegyük észre, hogy 


1, A pontosan akkor következik be, amikor B nem következik 
be. Ezt azzal a. szóhasználattal fejezzük ki, hogy az A és B 6 esemé- 
nyek egymás közplémentumai, jelölésben: Az B, B- A. 

2. E pontosan akkor következik be, amikor CC és D közül 
legalább az egyik bekövetkezik. Őyenkor azt mondjuk, hogy B a € 
és D esémények összege, Jelülésben ER - § 40D. 

3. F  potitosan akkor következik be, amikor A 18 és C is be- 
következik, Ennek a ténynek a kifelezégére. azt mondjuk, hogy F az 
A és €C események szorzata, Jelölésben: F - A"C. 

4. G pontosan akkor kövötkezik ba, amikor. A bekövetkezik, 
de C rim következik be. Öyénkor G-taz 4 és. ú események 
különbségének Hévézzük. Jelöléghen: G — A - C. Vegyük észre, hogy 
A- Cs A -6, 

5. B és F egyidejüleg nem következhet be, az ő szorzatuk a 
lehetetlen esemény. Hyenkora B és F eseményeket e egymást kizáró 
eseményeknek mondjuk. Erra külön jelölést nem vezetünk be. Ha kell, 
ennyit irunk: B:F - di. 

6. Ha. F bekövetkézik, akkor ÁAÁ is bekövetkezik, Ennek kifeje- 
zésére szolgák F maga útán vonja A-t. Jelülésben FC A. Vegyük 
észre, hogy F akkor és csak akkor vonja mapa. útán A-t, ha 
F"-"A - FF. 





A fentiekben négy műveletet (komplementum-képzéz, üsszendás, 
szorzás, kivonási és két relációt (Jegymást kizárják, "mara után von- 
ja") értelmeztűnk egy konkrét példán keresztül. j 

Nem. okoz problémát az összeg és a szorzat értélmezése kettőnél 
több eseményre sem, Á - A pr A tt... vagy A-2 A (olvasd: 

1 
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szumma Aj), illetve B - Bp Bors, vagy sz B (olvad; pro- 


dukium B p azt jelenti, hogy A pontosan. akkor következik be, hü Az 


Aj page res j események közül legalább az egyik bekövetkezik, illetve; 
hogy B pontosan akkor következik bé, mikor a B.B gtess ögemé- 
nyek mindegyike bekövetkezik. 

Hz 





nak G kCge ess eseményeket pédir ákkor névözülk egyniá - 
jőik ha közülük legfeljebb egy következhet be, Tehát akárhogy 
19 velzlnk közülük kettőt,. özek együttes bekövetkezése lehetetlen: (5 j 


esetén ker w d 


6. Események szemléltetése 


Könnyü. meggyőződni róla, hogy az események rendszere a fenti 
miveletekkel. és rélációkkal felruházva ugyanolyan azonosságoknak tesz. 
eleget, mint egy jslapúi választott halmaz vészhalmazainak rendszere. a 
szokásos halmazmüveletekkel és reláciőkkal felruházva. Ehhez az e8é- 
ményekkel kapcsolatos fogalmakat a. következő szótár sögithégével kell 
megfeloltetni a halmazokkal kapcsolatos fogalmaknak: 


biztos esemény alaphalmaz 

löhetetlen esemény üres halinaz 

valamilyen esemény. az alaphalmaz részhalmáza 

esemény komplementuma kiegészítő (kompiementer) halmaz 

események összege halmazok egyesítése (uniója) 

események szorzata halmazok. közös része ímetszéte) 

események különbsége halmazok különbsége 

egymást kizáró események közös elem nélküli (diszjunkt) 
hálmázok 

A maga után vonja B-t A részhalmaza B-nek 


Például halmazokrá igaz, Hogy két halmaz egyesítésének komple- 
mentuma megegyezik a halmazok kompleméntümainak közös részével: 
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Féldaként ennek az azonosságnak a megfelelőjét levezetjük eseményekre: 


MTE TA ne zomossági Tetazőlamá A. és B egeményekee. 
At4B-ÁA-B 


Levezetég; A t B akkor következik be, ia A ég B közül leg- 
alább az egyik hekövetkezik. Ezért A §£ B akkor következik be, ha 
sem A, sem B nem következik be. Ez pedig annyit. jelent, hogy 4 
is És: É-i is bekövetkezik, vagyis A: B bekövetkezik. Ezzel beláttuk, 
hogy A4t B és. A" B pontosan egyszerre következnek ba. Az esemé- 
nyek egyenlőségére mondott. definiciónk szerint ez azt jelenti, hogy 
A4 B- A: B. 

Á többi azohosságot ki sem mondjuk, mert a Kedves Olvasó bizo- 
nyára találkozott már velük a balmazelméletben vagy a Boole-algebrák 
fejtsd: hill) elméletében, és a fentlekhez hasonló gondolatmenetekkel egy- 
szortilon kiadódnak eseményekre is, 

Mindezek alapján az eseményeket szemléltethetjük ugyanugy, ahogy 
halmazokat szoktunk szemléltetni. Az alábbi ábrák remélhetőleg magya- 
rázat nélkül is érhetőek: 
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2. ábra 


Ha például a kockádobás véletlen jelenségét vizsgáljuk, és csak 
ólyán események érdékelnek bennünket, melyek azzal kapcsolatosak, 
hogy hányast dobunk (olyan események, melyek példáül azzal kapcsola: 
tosak, hogy a kocka hová esik, nem érdekelnek minket), akkor az ése- 
mények hálmazokkat való szemléltetésénék céljára alaphalmazként- vá- 
laszthatjuk áz 1, 2, 3, 4, 5, 6 elemekből álló halmazt. Az előző pont- 
ban értelmezett A, B, C€.... eseményeknek megfelelő halmázok pedig 
éppen azokból a számokból állhatnak, melyeket. ezen események értel- 
mezésénéi zárójelben megzdtunk: 






























Í1 - biztos esemény 

A 2 páros számot dobunk. 7 ERds Ki 5 Bé 
B 2 páratlan számot dobünk egz Ráz Ég 

C z 3-nál nagyobb számot dobunk [/[2Í2EZEES 


3, ábra 
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Hasznos a Kedves Olvasó számára, ha az esaményéket - hol csak 
lehet - halmazoknak feleíteti még. Ugyanis az eséményökét sokszor csak 
hosszasan megfogalmazott motdatokkal Erhatjuk le, műg-a halmazokat rajz- 
zal szemléltéthetjük. Az ésemények közötti műveletek azonosságait ís gyor- 
sabbán léhet felidézni rajz sogítségével. ko 


Megjegyzés: Mindez ait az ötletet adja, hogy az ösömények közöt- 
ti mivélétektek ne az aritmetikáből vogyink nevet, háném a halmazel- 
méletből; összeg helyett unióről, szorzat helyett métszetről stb. beszél 
jünk, e jelölésünkben ís a halmazelméleti jelölésekhez igazodjunk: 

At B helyett A(B-t, A:B helyett A AB-t atb, írjúnk, Igy 
ugyanis az esömények közötti miiveletek tulajdonságai könnyebben meg- 
jegyezhetőbbé válnáhak. Nem. állna fenn annak a veszélye, hogy valaki 
A t A láttán 24A-ra asszociálna, holott A 4 A ZA. (Halmazoknál is 
A UA — A,) Mindennek semmi akadálya nem lenne, de mi inkább ira 
zodunk Prőkopa András Valószinűségelmélet c. könyvének terminológiá- 
jához és jelölésethez, 


7. A valószínűség axiómái 


Mint korábban leszögeztük, egy A esemény P(A) valószínűsége 
azt fejezi ki, hogy Hosszu kisérletsorozat esetén az eseteknek. körtilhe- 
til P(A)-nyi részében következik be az A esemény. Tehát ha n 

H 





nagy, akkor az 
séghez. 

Mivel. bármely esemény relatív gyakorisága nagyobb vagy egyenlő 
mint ü, és kisebb vagy egyenlő mint 1, nem keli különösebben érvelni 
amellett, bogy elforadjuk: 


relativ gyakoriság közél ván a P(A) valószínü: 


1. axióma: Bármely A esemény valószínüsége nagyobb vagy 
egyenlő mint 0, és kisebb vagy egyenlő mint 1; 


0 £ P(A) £1. 

A biztos esemény n kisérlet során n-szer következik be, a le- 
hetetlen esemény. pedig egyszer se. Tehát a biztos esemény relativ gya- 
korisága mindig 1, a lehetetlen eseményé pedig 0, Ezért a következő 
axiómánk ís kézenfekvő, 

2, axióma: A biztos esemény valószínűsége 1, a lehetetlen ösémény 
valószínüsége 6: 

P((h 7-1, Ptb) z 0, 
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3, axlómánk megvilágítása céljából tekintsük a következő véletlen 
jelenséget: kitöltünk égy lóttőszelvényt, és pénteken délelőtt izgalommal 
figyeljük a rádiót, hogy. mik a nyerő számok. Értelmezzük az áldbbi — 
eseményeket: j j 

A - szelvénytinkkel a pénteki huzáson nyerünk (légalább két talá- 


latunk van), 
Az s gyelvényünk 5 találátos, 
Az Ha H 4 ír a 
Ap! 4 S LENNE, 
A vsztes it ag ni a 
Az Aj Agy Áj Ap események egymást kizárőak: AA 7 b, ha 


1573. Az A esemény pontosan akkor következik be, ha az Az Agi 


A 47 Be események köztt valamelyik bekövetkezik. Ezért az A esemény . 
az A, B. A A. esérnények összege: A "22 A. Végezzünk n kisér- 


létet, azaz. un héten át egy-égy szelvénnyel játsszunk a lottón, ÁZ B 
hét eltelte után számoljuk meg Hányszor volt 5-Ösünk, 4-estink, 3-asunk, 
tHietve 2-esünk, Ezen négy daráb szám összege megadja, hogy összesen 
nényszar nyertünk. Korábbi jelöléseinket értelemszerűen használva ezt 


72 "1 
esemény véges vagy végtelen sok egymást kizáró 2 ésemény összege, 
azaz Az 2 A, és i7j szetén A," A, — db, akkor n kisérle- 
; ; 
tet végezve az A esemény bekövetkezéseinek számát megkapjuk, ha Az 
A, események bekövetkezéseinek számát összejdjuk: ny 7" 25 A" 
i 


Ebből a relatív gyakoriságokra is hasonló összefüggés adódik: 


új 
Így írhatjuk fek n, 2.n AT Általánosságban is igaz, hogy ha egy A 
j í72 


MNNGNNÉL YT 
a - 2 — , Ezért axiómaként elfogadjuk: 


i 
3. axióma: (a valószínűség összöogzési tulajdonsága). Ha az A 
esemény végos vagy megszárnilálhatóan végtelén sok egymást kizáró Aj 
egemény összeZe, akkor az A esemény valószínüsége az Ay, esemér 
nyek valószínliségelnek összegével egyenlő. Képletekkel megfogalmazva: 


k 
Ha Az SA, és L$£j esetén A "A, 7 Ő,akkor 
E 13 


k . 
P(AJ- 2 P(ÁJ (kf) 
-i 


Kám 


Látni fogljuk, hogy ezekből az axiómákból kiindulva olyan elméle- 
tet lehet felépíteni, ami ígan sok gyakorlati prohléma megoldására alkal- 
mas, Végülis ez igazolja, hogy axiómálnkat holyesén vötttk fel.. 

3. axlómánkkal kapcsolatban megjögyézzük, hogy ha csak véges sok 
tagrá vagy pedig megszáimlálhatóan végtélennéi több tagra 13. megkövetei- 
nénk az összegzősi tulajdonság töljestlését, akkor csak sokkal szegényebb 
élmélétet tudiánk felépíteni, Á figyelmes. Oivasó. bizonyára észre fogja 
venni a későbbiekben, hogy az elmélet felépítésénéi hol nem. lerino ele- 
gendő a véges sok tagya kimondott összegzési tulajdonság, illetve hóli va- 
zotúc ellentmoridásra a mégszánilálhatóan végtelennél több tagra kímon- 
dott összégzési tulajdonság; 


8. A valószínűség szemléltetése 


Ha az eseményeket valamilyen 
alaphalmaz részhalmazaival szemlél- 
tetjük, akkor a valószíníiséget ís 
szemléltethetjük a következőképpen: 
az alaphalmazt FJestékkel kenjük be 
oly módon, hogy minden részhai 
mazra annyi festék íimondjuk sinyi 
eramm) jússon, aimeonnyi a részhal- 4. ábra 
maznak mégfelelő esemény valószi- 
nisége. 

Ezt a szemléltetést az teszi lehetővé, hogy az álaphalmaz festék- 
kel való bekeniése rendelkezik a következő tulajdonsággal há az alaphal- 
maz valamelyik részhalmazát véges vagy Mmep- 
számlálhatóan végtelen sok közös elem nélküli 
halmaz egyesítéseként állítjuk 6lő, akkor a taekin- 
tett részhalmazon levő festékmennyigég az egya- 
sitéshen szereplő halmazokon lévő festékmennyi- 
ségek összegével egyenlő. Ez a tulajdonság a va- 

5. ábra lőszínűség Összegzési tulajdonságának felel meg, 
A kis téglalapon any- Mivel a biztos esemény valószintiségé i, a 
nyi gramm festék van, biztos eseménynek megfelelő alaphalmazon egy- 
mint a háromszöge- — ségnyi festékmennyiségnek kell lenni. Tehát min- 

ken egyűtévéve dig egységnyi festékmennyiséget kell szétkenni az 

i alaphalmazon. 

Ha például a kockadobás véletien jelensége esötén az 1, 2, 3, 4, 
5, 6, elemekből álló halmazt választjuk alaphalmazrak, és a kocka 
szimmetriája alapján feltételezzük, hogy a kocka minden oldala 15 való- 








va 


szinüséggel kerülhet felülre, akkor a festéket ugy kelt elosztani ezen 


hat elem között, hogy mindegyikre É -nyi festékmennyiségből 0EY "féz- 
tékésomőt" kélyezttük; 





6. ábra 


Armak ellenére, hogy ilyesmit ténylegesen lerajzolni nem mindig 
lehet, képzeletben meg lehet csinálni, és már ez. is sakszor sagit a 
valószínüség tulajdonságainak vizsgálatakor. (Lásd A valószínűség to- 
vábbi tulajdonságai ec. pontban.) 


9. Klasszikus problémák 


"giasszikus" jelzővel azért illetjtik a most. következő problémati- 
pust, mert a XVII. században a valószínűségszárttás ilyen jellegü fel- 
adatok kapcsán indult fejlődésnek Fermat (160£-LőGb), Pascal (1623- 
-1662), HuygEens (1629-Í695) és James Bernoulli (1654-1705) munkássága 
SOTÁR. 

Gyakran találkozunk - különösen szerencsejátékokkal kapcsolatos 
feladátoknál - ólyan véletlen jelenségekkel, melyeknél a bizfos eséményt 
véges sok egyforma valószínűségű, egymást kizáró ésemény összegére 
lehet bontani. Üyenkor ezeket áz eseményeket egyszerti cseményeknek 
nevezzük, és azt mondjuk, hogy klasszikus problémával álluuk. szemben. 
Például; 

1. Ha egy jól összekevert megyarkáríya-csomagból huzunk egy la- 


pot, akkar reális abből kiindulni, hogy mind a 32 lap egyformán valő- 
szinti. Ezért egyszerű eseményeknek vehetjük a kövétkező eseményeket: 


A — a piros 7-est huzzuk, 
A - a piros 8-ast huzzuk, 
Agg" a zöld ászt huzzuk. 


Ká 


2, Ha egy azabályos dobőűkockával dobunk, akkor mind a 8 öldala 
2 valószinüséggel kerülhet felülre. Itt 6 dárab egyszerü eseményt értel- 
mezhetünk, 

d a Ha két kockával (egy pirossal és egy fekérrel) dobuúrik, akkor 
az álábbi 36 lehetőség egyformán valószínű: 


pi 
76]2é]l3e[rőise [56 


7. ábra 












p — piros kockán 
£ — fehér kockán 









Iít 36 darab egyszeri eseményt értelmezhetünk, 
Ha az egyszerü események száma n, akkor minden egyszeri 056- 
mény £ valószinilségű. Ugyanis jelöljük az egyszerű éséményeket 


B 
Als Aorssra A nel. §2- Z Ap és A: A: p él miatt a va- 
lószintség összegzési tulajdonsága alapján P(4£2) — 2 RAJ. Ha az 
íz1 
A; események közös valószínűségét p-vel jelöljük, akkor 1 P(4l - 
n hi) 
5-2 P(A)- 2 p- n.p, ahonnan 
1-L j i-I 


1 


Például: 


1. P (a tök ászt húzom) — ej . 
4. Égy kockával dobva, P (6-ost dobunk) - 
3. Két kockával dobva, 
P (a piros kockán 4-est, a fehér kockán 6-ost kapunk) — A , 
f (mindkét kockán 1-est kapunk) - Erő 58 


eza . [et 


vs) 


Ha ögy B esemény bizonyos egyszért éteményeok összegeként 
Állítható elő; akkor. B-i a szóban forgó egyszerü eseményekből össze- 
tevődő összetett eseménynek fievezzük, Hara B esemény k dáráb j 
egyszerü eseményből tevődik össze, akkór a valószínűség összegzést 


tulajdonsága. alapján nyilván P(B]) szk" : A g . "Tebát egy összetett 


esemény válöszínüségé olyan tört, melynek számlálója azt mutatja; hogy 
hány egyszerü eseményből tevődik üsszé az ésümény, a nevezője pedig 
az összés egyszerű események szám. Például 











1. P (makkot huzok, de nem az £ézti — 2 . 
2. Egy kockával dobva Pípáros számot dobok) -£ z 2 , 
3, Két kockával dobva — Pia dobott száiiok összege 10) - 


Ugyanis az az esemény, hogy a dobott számok összege £0, háróm 
egyszerü. eseményből tevődik össze: 10—4416-—-5415—-67€ 4, 


Megjegyzések: 

i 1. Sokszor élőfordul, hogy egy összetett eseményről csak némi 
Jeleményésséget igénylő írükökkel lehet megállapítani, hogy hány egysze- 
ril eseményből tevődik össze. Ezt a, leleményességet. sok feladat önálló 
megoldásával lehet megszerezni. A kombinatorika isinertobb képtöteiín:k. 
(perinutációk, kombinációk, variációk) tudása hasznos, de tom pótoljá 
BE öngiló feladatmeszoidást. 

2. Hangsulyozzuk, hogy a fent amilitett P(B) 5 (ahol 
k 5 ..., n — ...) képlet csak akkor alkalmazható, ha az egyszerű €58- 
ményeknek választott események tényleg egyformán valószintiek. Például 
hibás az alábbi gondolatmenet. 

Két kockával dobva a dobott számok összege 11 féle lehet: 
23,4,...,13. A 11 lehetőség közül 1 jelénti azt, hogy az összég 10-zel 
egyenlő, ezért (7!?) P (a dobott számok összege 10) - Ti , 

Az ököskodásban az a hiba, hogy az említett 11 lehetőség nem 
egyformán valószinü: például — P(a dobott számok összege 2. íz , 

P (a. dobott számok összege 3) 5 ze : 


3. Nézzük az alábbi feladatot. 
Feladat; Feldobunk két kockát (egy pirosat és egy fehéret). Mi a 
valószínüsége, hogy a piros kockán 6-ost kapunk? 


z4 


1. megoldás: Az ábrén szemléltetett 36 egyszerü esemény közt 
a bevonalkázott 6 darab jéleöti azt, hogy a piros kockán 6-ost kapui: 











IKEHEZBEKÁ ERTE 
EZJEZBEZÁTZA EZ 
[78129 199 166-]5e Fökől 


8. ábra 






Teerisíier isz Há 





sip 






a 
uj 






ia niros konkén §. — A. 1 
Így . P(a píros kockán §-ost kanunk) - erőndrél Hi 
2, megoldás: Nem törődünk azzal, hogy a fehér kockával mi tör-— 
ténik. Egyszerű eseményeknek vehetjük az alábbi 8 darab egyformán 
valószínil eseményt: 


A) 7" a piros kockán 1-est kapunk, 


Apze "  — 6-oét kapunk. 
Szen 6 darab egyszerti esemény közül az utolsónak a valószínűségét kér- 
1.4 
dazi a feladat, ami P(A, 7 g B 


A két megoldás mindegyike jó. Tanulságul azt szürjük le, hogy mi- 
tőlünk, a feladat megaldóitól függ, hogy milyen eseményeket vesszük 
egyszerű eseményeknek. A lényog csak az, hogy a felvett események 
egyformán valószíntlek és egymást kizáróak legyenek, továbbá. összegük 
a bizíos eszomény legyen, és a feladatban vizsgálandó esemény az álta- 
lunk. felvett ösemények köztil valahányból. összetevődő legyen. A £. meg- 
oldásban használt egyszerü események iz tekinthetők egyszeri esemő- 
nyeknek, de nem lennének alkalmasak arra, hogy a "dobott számok 
összege 10" esemény valőszíintiségét meghatározzuk. 


2B 


TO. A valószínűség további tulajdonságai 


A valószínűség axiómaként felvett tulajdonságaiból néhány ujabb 
tulajdonságot fögunk levezétni. Ezek igazságán persze senki sem fog 
meglepődni, hiszen ezek a tulajdonságok relatív gyakoriságokra átfogai- 
magya nyilvánvaló tényeket jelentenek, § a valószínűség fogalmát -a vela- 
tív gyakoriságbóől vonatkoztattuk el. Valószínűségszámítási féladatok 
mególdásá során ezéket a tulajdonságokat léptén-nyomon ínyilvánvalósá-r 
mik. miatt sokszor észrevétlenül) felhasználják; Wem árt, ha "csokorba 
gyiljtjuk őket" , 

Az egyes tételek állítását a tétel. kimondása után rajz segitségével 
njáthatóvaá! ís próbáljuk tenni. (Emlékeztetőük áz dlaphalmazt ugy kenjük 
he festékkel, hogy bármely esemény valószíntisége az eseménynek meg- 
felelő haimazon lévő festék - mondjuk grammokkal kifejezett - mennyi- 
ségével egyenlő.) A rajzokon itt csak a haálmazokat tüntetjük fei. A fes- 
téket csak képzeletben kenjük szét az alaphalmazon. Há a Kedves Olva- 
só kivánja, ténylegesen fesse be vagy szines coruzával satirózza be 
az ábrákat! 


L. tétel: Tetszőleges A és B eseményékre P(Bjz P(A:Bjt 
4 P(B-A), azáz HP(B-A) - P(B) - P(A"B). 
Rajzbhati szemléltetve: 





A B 6 eseménynek megfelelő hálmazon annyi festék váti, amennyi 
az AB illetve a B-A eséményeknek megfelelő halmázókon együttő- 
sen. 

Példaként az 1. tételt átfogálmazzuk relativ gyakorlságokra:; egy 
kisérletsorozatban B 0 pontosan annyiad részben következik be, ahányad 
részbön "A is és B is bekövetkezik", plusz ahányad részben "B 
bekövetkezik, de A nom következik be", 


Bizonyítás. A:B és B-A egymást kizárják és összegük B-vel 
egyenlő: (A"B)" (B-A) - b, (A-B) 41 (B-A) — B. Ezért a valószínüség 
összegzési tulajdonsága alapján P(B) - P(AÁ-B) Tt P(B-A).g 


A következő három tétel az 1. tétel következménye, 


a 


z.tétel: Ha A. mága után vonja B-t, akkor § (B A) z EB- P(A) 
Kajzbaün -szemléltetvei 





Éz 





Ha egy halmaz részhalmaza egy inásíknak, akkor a különbségrükön 
annyi festék van, amennyivel több festék van a bővebb halmazon mint a 
szükebb halmazon, 


Bizonyítás: Ha A maga után vonja B-t, akkor AB -— A, 5 igy 
P(A-HB) helyett P(Aj-t trhatunk az 1. tételben. 


3. tétel: Tetszüleges A eseményre P(A) s.1-P(A), 
Hajzban szemléltetve:; 





11. ábra 


Mivel az alaphatmazon lévő festékmennyiség 1, az alaphalmaz tet- 
szüleges részbalmázán és annak komplementumán együttesen egységnyi 
festékmennyiség található. 


Bizonyítás: A maga után vonja í2 -t. Ezért az előző téteít alial- 
mazhatjuk B - §Z szeroposztással. Azt kápjuk; hogy 
P(A) - P(2-A) — P(O)-PiA) 5 1-P(A), ül 

4-tétel; Ha A. maga után vonja B-t, akkor PA) £ (B). 

Rajzbat, szemléltetve; 





12. ábra 
KAri 


Ha. egy halmaz részhalmaza egy másiknak, akkor ezen a halmazon 
legfeljebb annyi festék van, mint a másikon. 
Bizonyítás: A 2. tétel szerint P(B)-P(A) - P(B-A). Viszont 
P(B-A) 20, a így P(BJ--P(A) 20. 





ett 


5. tétel; Ha A és B tetszőleges események, ákkor 
P(ArB) — P(A) t P(B) - P(A:B) . 


Rajzban szemléltetves; 





13. ábrá 


Két. halmaz egyesítésén lévő festékmennyiséget ugy kaphatjuk meg, 
hogy a halmazokon lévő festékmennyiségekot összeadjuk, és ebből az 
összegből kivonjuk a két halmaz közös részén lévő festékmennyiséget, 


Bizonyítás: Az A-B, A"B és ÁB események egymást kizár" 
(A-B) Tt (AÁ:Bj - A, 
(A:B) §(A:B) - B, 
(AB) (AB) (ABS APB., 


táki nem hiszi, járjon utána! Aki ném látja, rajzolja le!) Ezért a váló- 
szinüiség összegzési tulajdonsága álapján 


P(A-B) t P(A"B) - P(A), 
P(A:B) t P(A"B) - P(B), 
P(IA:B) 4 P(A"B) t P(A":B) — P(A 4 B). 


Az első két egyenlőség összegéből a harmadikat levonva kiadódik az 
állítás. Hi I I 


FAS 


Megjegyzés: Végyük észre, hogy hú A és B egymást kízáróak, 
akkor PIA:Bj7- Hb) z 0, s így az 5. tétel állítása a valószintiság 
összegzési tulajdonságát adja vissza. 


6. tétel: Ha A,B,C tétszőléré 


P(ABtO) - P(AHP(BJHD(OJ-P(A"B--P(A -C)-P(B-Ú) 4 P(Á-B:C), 





Remélhetőleg az alábbi ábrák. magyárázat nélitü. ís. elegendőek a 
tétel állításának és bizonyításának megértéséhez: 





14. ábra 


Háromnái több eseményre is általánosítható a tötel. Ezt az általá- 
nosítást egy érdékés feladat megoldásánál fógjuk fölhasználni. Aki elriad 
a bonyolult szammajelektől, és ném kiváncsi arra, hogy egy egyszerűen 
megfogalmazható (da megoldani korántsem egyszerü!) problémával kan- 
csolatban hogyan bukkan Fel a természetes logaritmus alapszáma, kihagy - 
hatja a 7. tételt és a feladat megoldását. A megoldás utáni megjegyzést 
mindenképpen érdemes elolvasni, 


Ká 


nat 


bee j 1 ko. x . . , jaratni FT va. 


7. tétek Ha ApAprcros A tetszőlegés ésöi 





n n 
e( Faj) 7 2. MA) - 2. P(A A) hé 


E ti. " ú1éteten " ) 


Vl .n-i. . 
£ 2 BAGAGAJ- tet EDE PGyAr A) 
1612) kén kj s: úg ga in 


£ r-i 
z va 1) ai pa PA" A" a üz "A, ) a 
ri I r 
151 gi 6n 
Bizonyítás: Az egyszerüség kedvéért csak azt mutatjuk meg, 
hogy. ú5s3-ra hogyan jön ki a képlet az n-2-re érvényes képlet 
falhasználásával. Az, aki járatos a teljes indukciós bizonyítások 
technikájában, ennek alanján tetszőleges n-re le tadja vezetni. a 


képletet. 
Először áz (Ap TAJT A  zárőjelezésnek megfelelően 


1-2-re alkalmazzuk a képletet: 


P(AJTÁ FA) - P(AJTA ) FT P(A)- P (Ajtá) "A ) a 


A jobb oldalon, az eléő tagban az Aj és az A. események 


2 
összegére alkalmazhatjuk az n-2-re érvényes képletet: 


P(A) 4 A) — P(AJ) t P(A) - P(A) " Áj). 


A harmadik tagban az (ATA 9) . A - AAA A; azonosság alap- 
jána B o 7A4A, ésa B, 7.A A események összögét kapjuk. 
Most is alkalmazhatjuk az n-2-re érvényes képletet: 

Pt (ATA) "A 3) z P(B$B.) - P(B PB.) - PB." B.) - 


P(AJÁ) tt P(A A) - BAJA JA]. 


Ezek felhasználásával - tessék ellénőrizni! - n-3-re ís kiadódik 
az állított 


P(AJTAJHA ) 7 PIAJHP(A HP(A PÁ A PÁ A FEPTÁJ ÁL) 4 


4 P(AJAJA) 
j képlet. I 


Feladat: Egy mulatságon, melyen 10 házaspár Beatlós számokra 
táncol, azt. eszelik ki, hogy a változatosság kedvéért minden szám előtt 
kisorsolják, hogy ki kivel táncoljon. Minden férj fevét. códulára irják, 
Minden szám előtt a cédyigkat kalapba teszik, minden felesér kihuz 
egy cédulát, és a soron következő számot azzal táncotja, akinek a nevét 
kihuzta. Vajon mi a valószínűsége annak, hogy minden feleség "hütlen- 
kedik", azaz egyik sém a saját férjével táncol? 


Megoldás: Aki elsőnek huz, az 10 cédula közül választ, aki 
másodiknak huz, az 9 cédula közül választ, és így tovább, . aki 
utolsónak haz, az csak 1 cédula közül választ. Ezért a 10 bölgy 
és a 10 férfi 160-9-..."1— 101 darab - nyilván egyformán. való- 

szinü - folállításban táncolhat. Tehát klasszikus problóinával van 
dolgunk, ahól egyszerü eseményeknek a lehetséges felállításokat 
vesszük; 

felőljtik Ap gyei azt az eséményt, hogy a legidősebb feleség 
a férjével táncol, A -vel azt az eseményt, hogy a második leg- 
idősebb felső a férjével táncol, és igy tovább, A feladat az 
4 Ág he. A o esemöny valószíntiségét kérdezi. A De Morgan- 
azonosság felhasználásával 

Í . : EPE neg —uwuo egyen tt hindi 

gi ré A - j d €r AJ - Nt k 
P(A o MÁJTÁ : o .4- -P(A TÁ tk, Ag) 
adódik. vi PAJTA. eetAj 0 valószínűséget a 7. térai álapfján 
fogjuk meghatároznt. A tétel képletének jobb oldalán szereplő 
PIA TA". ,ÁAÁ) as ij c id ..., Lil Zn valószíniiség 

. iz, i KA Tf 
könnyen kiszámolható. Ha például F — §, hi s 1, £ 54, 1 75 
akkor AA TA, azt jelenti, hogy a kor szertnt első, negyedik 
és ötödik feleség a férjével táncol. Ha csak ezektől a felőségektőli 
kívánjuk meg, hogy férjükkel táncoljanak, akkor éz egy olyan ösz- 


szetett eseményt jelent, mely 7! darab egyszerű eseményből tevő- 
dik össze, hiszen a többi 7 hölgy és 7 férfi ennyiféle felállítágban 


I T 
táncolhat, Ézért PAJTA, Ap AJ gyi Ó! ETTE . Ugyanezzel a 


al 


ISt Z.. zt sni j p 


összeg minden tagja ETTE -sál égyenlő, Ezért ez az ÖSSZÖR 


egyemő a tagok száma SZOTOEYA HT -sal. A tagok száma pe- 


(dig annyi, ahányféleképpen az r daráb id ai rrset, index az 
1,2,,..,10 szám közti kiválasztható; vágyis (29) ,: Ezért 


ri 


os (a ef10) ütem 
e zazóai 91 dő ús Ú. ). 


10! (10-rjt 1 
rid0-rj! " 10! ri" 


A tétel szerint 
PIA TÁ t..HA 9 ar tár rre e 


Ezért a kérdezett valószínűség 


P(minden feleség kütlenkedik) - 1 - PAL TÁ ttA 
-1-db4.dAd. d... Lo 
stegrtarögyt see tig 8 


Megjegyzés: A megoldás gondolatmenetéből kiolvasható, hogy n 
házaspár esetén ; 


P(íminden feleség hütlenkedík) - Pal cak 


r 
A feladat érdekessége, hogy n-—rcea esötén spy mat. 2 eni m 
4 rso "reg! 
-— e , ahol é a térmészetes logaritmus alapszáma, e - 2,71.., . 


Ja 


hd 73 t, 101 
tátjuk, hogy a tételben szerenlű pa PIA SA s ...t A, ) 
. ap 


Szért azt mondhatjuk, hogy ha nagyon sok házaspár sór$olásáaál dönti 


el, Hogy ki kivel táncoljon, akkor körtülbelüt k a valószínűsége annak, 
hogy minden feleség hütlenkedik, 


11. Majdnem biztos és majdnem lehetetlen események 


A öKlasszikus problémák" c. pontban láttuk, hogy ha köt kockát 
egyszerre féldóbunk, akkor 


P-fmindkét kockán 1-est kapunk) - 


i . 
e 
Kézenfekvő, hogy ha egy kockát dobunk fel kétszer, akkor az "i. és 
2, dobás eredménye 1-es" esemény valószintisége ugyanennyi: 
Piaz 1. és a 2. dobás eredménye 1-es) 5 K. . 
2 


ús 
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Az is világos, hogy ha nem csák kétszer, hanem többször döbjuk fel a 
kockát, akíor az A, - "az első k dobás eredménye mind 1-es" ese- 


végtelen sokszor dobjuk fel a kockát. Legyen A. 5 "a végtelen sok dobás 
mindegyike 1-os", Az A esemény nem lehetetlen, mért. elképzethetőű, 
hogy minden dobás eredménye 1-es legyén. Nyilván az A esemény ma- 
ga után vonja az A eseményt akármilyén k-ra. Ezért 


1 hi. j S o 
0 § PIÁJ-£ PÁ) — go Az egyenlőtlenségek minden k-ra fennállnak, 
új 
ég —— e, ha k—socs , ezért az ögyenlőtlenségekbhől következik, 
gé 


hogy P(Á) 0. 

Taliát láthatjuk, hogy nemcsak a lehetetlen esemény valószínűsége 
0. Léteznek a lehetetlen eseménytől kilönböző, 0 valószínűségi éssmé- 
nyek, mint. például a fenti A esemény, Természetesen egy ú valószi- 
nüségű esemény sok kisérlet esetén elenyészően kís részben következik 
be. (Ha sok ömber mindegyike végtelen sokszor feldőbné a kockát, a kí- 
sérletet végrehajtó emberek számához viszonyítva csak. nagyon-nagyon 
kevés embernél lenne - szinte senkinél sem lénne - minden dobás ered- 
ménye 1-es.) Ha a kisérletek (az emberek) számát n-nel jelöljük, ak- 

n 

kor az A esémény 2 relativ gyakorisága n növekedétvel tetsző- 
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legösen kicsivé válna, Ezért 0 valószínűségű eseményeket majdnem 
Jlelietetlen égeményeknek hivjuk, 

Ha — Ha pédig égy esemény valőszinüsége 1-gyel egyenlő, tehát komjrie- 
mentuma 0 valószínűségü, akkor az eseményt majdnem biztösnak né- 
vezzüűk, 





1. A Kedves Olvasó. nyilván észreveszi, hogy nemcsak annak a 
végtelen dobássorozatnak 6 a valószínűsége, melynél miúdon dobásra 
1-ést várunk, Akármilyen végtelen sorozatot is adunk meg az 1, 2, 3, 
4, B; 6 számokból, 6 a valószítüsége annak, hogy. a kockát végtelen 
sökször feldobva A. megadott számok a megadott. sorrendben jöjjenek ki. 
Viszont. a biztos esemény, vagyis, hogy 34 — "valamiiven sorozat ki- 
jön", ezeknek a 6 valószínűségű és egymást kizáró öséményeküek az 
összege. Ez látszólag ellenímonid a valószínűség összegzési tulajdonsá- 
gának, hiszen ha égy összégben minden összeadandó 0, akkor az összeg 
nem lehet 1-gyel égyenlő. A látszólaroz ellentmondás magyarázata a 
következő: a valószínüség összegzést túlajdonságát csak véges sök vagy 
megszámlálhatóan végtelen sok tagra. mondtuk ki; az 1, 2, 3, 4, 5, 6 
számoktól alkotható végtelen Borózatok száma pedig több mint megszám- 
Kilhatóan végtelen. 


2. Tekiritsünk egy A eseményt, és képzeljük el a következő já- 
tékot: Egymás után végrehajtunk több kisérletet. Ha egy kisérlétnél 
bekövetkezik az A esemény, akkor üyerék a Ft-ot, ha nem ktívat- 
kezik be, akkor vesztek b - Ft-ot, Kérdés: mikor igazságos ez a játék? 

A következőképpen ökoskodhátunk, Ha az A esemény valószinü- 
ségét, p-vél, a végrehüjtott kisérletek számát pedig n-nel jelöljtk, 
akkor körülbelül a kisérletek p-nyi részében, tehát a-p játszmn során 
a Ft-ot nyerek, a kisérletek (1-nj)-nyi részében, fehát HJ-(i-p) játsz- 
Ha során b Ft-ot vésztek, Ezért a játék akkor igazságos, ha 
DA 7: (l-pj- .b, azaz práz (-p)pb . A játék pedig veszteséges, ii- 
lefve üyeréséges számomra attól függően, hogy p-a € (1-pi-b vagy 
p-:a 5 (1-m-b ; 

Vegyük észre, hogy ha d p--T1, akkor alkalmásan választott 
a. és b értékekkel a játék lehet igazságos is, és számomra veszlesé- 
gos vagy nyereséges is. 

Viszont ha P(Ájz pr űú, akkor pra-— 0 Tb oz (1-pi-b, tehát a 
játék mindenképpen veszteséges számoóinra. Vagyis annak ellenére, 
kögy 0 valószínűségű esemény bekövetkezhet, semmilyón tét esetén sern 
érdemes az esemény bekövétkezésére tippelni. Ez is alátámasztja azt a 
szóhásználatot és hozzáállást, hogy a Ú valószínűségti esoményeket majd- 
nem lehetetlen eseményeknek hivjuk, és hogy az. ilyen események bekö- 
vatkezésében nem bizunk. 


34 


Az elmondottak 1 valószínűségű ésöményekre értelermüszeörtion át- 
fogalmazva azt fejözik ki, hogy a majdnem biztos események beküvet- 
kezésében nagyon is érdömés bízni (annak ellenére, hogy bekövetkezé- 
$sük nem biztos). 
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II. FELTÉTELES VALÓSZÍNŰSÉG 


1. Feltételes valószínűség 


A feltételes valószínüség fogalmával az. alábbi két példán keresz- 
tül fogunk megismérkédni, 


1, példa: Azt a véletlen jelenséget vizsgáljuk, amikor két kockát 
feldobüiik a következő feltételek mellett: a kockák szimmetrikusak, ma- 
gasra dobjuk őket, és sik terepre esnek. Ekkor az 


A - valamelyik kockán §-rost kapunk 


esemény az ábrázolt 36 egyszerü esemény közül a.bejelölt 11-ből tevő- 
dik ÖSSZE: 


err Kg JrA 
ÉRJ KÖKÉKŐ 


ha E in gi , KÜL 4. 1ÖÉK k all." tai közte 





15, ábra 


Ezért az A ésemény valószínüsége: P(A) - áz . Hi 


2. példa: Ha egy tombolán 6 ember között 2 jutalmat sorsolnak 
ki, akkor z A valószínűsége annak, hogy én, aki a 6 ember egyike 
vagyok, nyerek valamilyen jutalmat, (Ugyanis a ű ember közüt ( 2 715 
féleképpen kerülhét ki a 2 nyertes. Ezen 15 db egyformán valószinii 


esemény közül 5-ből tevődik össze az az esemény, hogy az egyik nyer- 


tes én vagyok; Tt. -. . ) Ugyanezt igy is megfogalmazhatjuk; ha egy 
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urnában 6 darab cédula van, mélyekre az 1, 2, 3, 4, 5, ő számokat 
írtuk fel, ős közülük kihuzunk kettőt, akkor ri a valószínűsége annak, 
-hogy pl. a 6-os feliratu cédula a kihuzott két cédula Között van. Mind- 
ezt harimadikféléképpeén ís elmöndhatjuk: ha két kockát fáldobunk, és ki- 
derül, hogy killönböző számokat kaptunk rajtuk, akkor ilyen feltételek 
mellett : a valószíntisége annak, hogy válamelyik kockán 8-ost kap- 
tunk, MI 

Ámíkor a válószíttség fogalmát bevezettk, bangsulyoztuúk, hogy 
az események valószínűségéről csak meghatározott feltételekkel kapcso- 
latban, azaz meghatározott véletlen jelenségre vonatkoztatva böszélhe- 
Hink. Ha a véletlen jelenség módosul például azáltal, hogy további fel- 
tételeket veszünk, akkor az események valószlütsége megyáltozhat. Ha 
az 1. példában lelrt véletlen jelenséget azáltal módosítjuk, hogy a fel 
tételek közé vesszük a. 


B -— a két kockán különböző számokat kapunk 


esemény bekövetkezését, akkor az A esemény valószintisége a 2. pél- 


nun va 0.1. 
dáboan leirtak alapján Jó ről! do 3 Ti változik, 


Más esétekbeén ís előfordul, hogy egy B esemény békövetkezését 
bevesszük a véletlen jelenséget körülhatároló feltételek közé, Egy A 
eseménynek eme módosított véletlen jelenségre "Vonatkozó valőszínűségét 
vonatkozó feltétölös. valószínűségének nevezzük. A P(AÍB) képletet 
igy szokás olvasni: "pé A feltéve B", A fenti A és B eseményekre 


tehát P(AÍB) — B . 


Általános esetben a valószínüség fogalmát a relativ gyakoriságokból 
vonatkoztattuk el. A feltételes valószínüség pedig egy snecilálisan módo- 
sított véletlen jelenségre vonatkozó valószínűség. Ezért a feltételes való- 
színüűség matematikai definicióját is a ! relatív gyakoriságok. "atmutatója" 
alapján adjuk meg. 

Tekintsünk a vizsgált véletlen jelenséggel kapcsolatban két ese- 
ményt, -A-t és B-t. Gondolatban végezzünk n darab kisérletet. Je- 


ölti - Ét. -— I —- : 
lőjük a A val, E gp vel illetve a A.B vel azon kisérletek számát, 


h. i Ha, 
melyeknéi A,B illetve A is B iz bekövetkezik. Az . - 





hányados miűütatja, hogy azon kisérletek során, amikor B 6 bekövet- 
kezik, — hányadrészben következik be B-vel együtt még az A is. 
Tehát ezt a hányadost tekinthetjük az A eseménynek a B 6 bekövetke- 


zésével módosított véletlen jelenségre vonatkozó relativ gyákoriságának, 
Szért ü P(ÁÍB) feltételés valószíníliséget ebből a hányadosból vonátkoz- 
tátjuk el. Az 











j j HAB 
ag Ny 
fi. 


azonosság jobb oldalán az A-B esemény ésa B esemény felatív 
gyakoriságának hányadosa Áll, 

Ezért kézenfekvő, hogy az A öséménynek a B eseményre vo- 
natkozó féltétéles valószíntisés st mátématikai modellünkben így értel- 


A" By 
PIAIB) — PG) 


Ez a. definició. csak akkor értelmes, ha P(B)§ 0. Ha P(B) - 
akkor a P(ÁjB) feltételes valószintséget nem értelmezzük.  KÉSŐBb 
(lásd. a Fekételes eloszlások c. fejezetben) fogunk feltételes valós zinii- 
séget. értelmezni bizonyos nulla valószíiníségt eseményekre vonatkozólag 
ta. 





Ha a valószí"ntséget festékkel szémléltetjük, akkor a P(AÍB) 
feltételes válószíníség jelentése: az A. és B eseményeknek megfelelő 
hálimazök. közös részén lévő festék mennyiaségea-a B eseménynek meg- 
felelő halmazon lévő festék mennyiségéhez viszonyítva: 





Í6., ábra 


fSzéri a B esemény bekövetkezésével módosított véletlen ijelen- 
ségré vónatkozó valószínűséget, azaz a EB-re vonatkozó feltételes való- 
szinttaépret a. következőképpen szemléltethetjük: a B eseménynék meg- 
felelő halmazon kivül letörölitik a festéket, a halmazon belüt pedig ará- 
nyösan növeljük a megmaradó festékét ugy, hogy az összfestékmennyiség 
egységnyivé váljon: 
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A valószinltiség széin- A B-re vonatkozó feltételes 
léltetésge festékkel valószíntiség szemléltetéde 
festékköől 
IT. ábra 


A T(A:B) ös P(B) valószítüségek ismeretében a P(ATB) fel- 
tételés váalószinüsöget a defíniólós képlet alapján számolhatjuk ki: Az 
1. példa véletlen jelenségére vonatkozólag P(A:B)-.P (lú döbött sz4- 


mok különbözőek és van köztük 6-os) 5 gy. , hiszén a 36 egyszerü 086- 
mény közül 10 jelenti az A-B esemény bekövetkezősét: 


KENEZAÉZNEZNEZA § 
rTszlszt 


Sz GIGA SZGZEST Kzdskttsok ge 
fetésasáoa ól Tés tását teás ta sége I 







erat 











18. ábra 
P(B) - ev , hiszen a B esémény a 36 elemi esemény közül. 30-ből 


tevődik össze: 


HOZAZAZ EKET TT goze, 
KE közét [j be vén 
8 SELÁGSSSZZÉSÁS ÉS ÉSÉK 
ve LAKE bő 
péz is a réz eze ő. NA, A 
sietset Ez he jatttszaám ék jin zok 


eigtet ENZATSEN; jegdógn ge varat pör iző 
JA ZÓNA eze 4 GEL TÉR 00 
MLS bo 339 kert KZoRbó Kö cotgKéS 


ZEKE ZÉGŐÉSSÉRS 124 8 . Keeötő 


2 eg s 
Ek Teen oáor ho FK 
SZOKE RZZEKÉZZRRÓ vsz 355 ég 
KEget 5 pite zt Szezee gs 100 HISZI] 
[d e 29 hő bej te 
VS NEZ ZA TE E KGB Mérete bet 


19, ábra 


tbe 
588 
44. 





így a 2. példában mondottakkal összhangban P(ÁJjBI s EéB) a 26 25. 


Más esetekben viszont a P(ÁIB) féltétéles valószíintiséget - mint 
az A-nak a B bekövetkezésével módosított véletlen jelenségre vonat- 
köző valószínűségét - logikai uton. fs. kieszelketjükz. (A 2. példában ezt 
tettük.) Hyen esetekben ü définietós képletet 


P(A-B) s PÍB) " PIAIB) 


alakban irva a PIÁ-b) valószínűség kiszámítására nyilik lehetőség. 
Ennek alkalmazására a következő pontbün látunk példát. 


Megjegyzés: Vegylk észre, hogy ha A maga után vonja B-t, 


P(A:B). PIA) 
ökkor A"B- A, sdgy P(ÁÍBY Sp)" P(B) 


2. A feltételes valószínűség szorzástétele 


1. foladat: Egy 32 lapos magyarkártya-csomagot jól összeköverünk, 
és utána mindkettén huzmik: egy-egy lapot. Először én, útána te. Mi a 
valószíntlságe annak az eseménynek, hogy én a tök. ászt huzom, te pedig 
zöldet huzol? 


Megoldás: Értelezzük az alábbi eseményeket: 
A, - én atök ászt huzom, 


A z te züldet huzol. 


1 
flasoztner mogfontolások alapján PA) aza, Pltglá s 


. . . d — a fi 38 ar 8 Ez d. 
igy P(AJ A) z P(AJD PGA JA) szt 


., feladat: Ha utánunk még ő ís huz, akkor megkérdezhetjük, hogy 


mia valósztntisége, hogy én a tök ászt. huzom, te: zöldet huzol, § pedig 
a makk alsót, felsőt vagy királyt huzza? 


Megoldás: legyen 


A: ő a makk alsót, felsőt vagy királyt huzza. 
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Ha a PiIÁ:B) — P(B) " P(AlB3 összefüggést BH: AA A.A z A, sze- 
reposztásbán slkalmazzuk, akkor azt kapjuk, hogy 


P(Aj A A )- P(áJA)" Pia ja, "AJ. 
P(A "A )-t továbbfejtve 


Már ÁJA ) 5 PIA)" P(A TA) PA TAVA) 


adódik. Feladatunkban P(ÁlA A) "ag Így MA Tá Ag) 
— 82 81 30 0 12407" a 

Kézenfekvő, hogy amít 3 eseménnyel kapcsolatban kaptunk, azt 
akárhány eseményre is általánosíthatjuk. Ezt hivják a feltételes valószi- 
nüségek szórzástótelének, Például 5 eseményre igy fest: 


PIA A JAT TA) 


— BA PIA JA PIA lá rá )-PA [áj ArA J"P(A stáj Aj A gA). 


[[4 képlet ázt imitatja, hogy több esemény együttes bekövetkezésének valő- 
színüségét hogyan lehet kiszámolni feltételes. valószintlüségék szorzataként. 


3. A teljes valószínűség tétele 


Feladat: Van három doboz, Áz elsőben 1 piros: és 1 fehér, a máso- 
dikban 3 piros és 2 fehér, a harmadikban 2 plros és 3 fehér golyó van. 
Feldobunk egy debőkockát. Ha 1-ést dobunk, akkor az élső, ha 2-est 
vagy 3-ast, akkor a második, ha 4-est vagy 5-üst vagy 6-ost dobunk, 
akkor a harmadik dobozból "esukott szemmel! húzunk egy golyót. 


L9 O I [6éGO] [o0000I 


20. ábra 
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Mi annak az A éjeménynek a valöszinűsége, hogy £ kihúzott golyó. 
piros? 


Megoldás: Jelölje B, azt az éseményt, hogy az 1-dik dobozból 
huzunk, Hz 1i,2 , 81. Az alábbi valószintiségek és feltételes valószínítr- 
ségek tilassztkus" megfontolásokkal. egyszerten. adódnak: 


RB Des, PB): s ; PB, Ve 
P(AJB,) s, PIAIR, ) re P(AJB,) - s . 


Ár ÁB, ; AB, , AB események ögyméáést kizárják, és összegük A-t 


adja; Ezért a valószínűség összegzési tulajdonsága alapján 


P(A) z P(A:Bj) t .P(A-B.) Ft P(A-B) - 


- P(B)" P(AJB) § PB.) ":P(AIB,) t PCB)" PrAlBo) — 


Tp 


3] 
ar hw 
ta fé 
beg it 


8 2.2. .§ , Ni 
hb E) ÖT s ——— 
4 6 5 15" 


E példa lényegét próbáljuk most megragadni. Ehhez bevezetüni 
egy uj fogalmat, á teljes esoményrépdezer fogalmát. 
Azt mondjuk, hogy a ívéges és végtelen sok) B Bgr es . ezsemér 


nyek, teljes eseményrendszert alkótnák, ha egymást kizáróak, és együt- 
tésön a biztos eseményt adják, azaz Bi" B. z h , ha íizZjgd, és 
Bjt B, tos 5 Él . 


1 
Ezzel az elmondott példa lényegét. így foglalhatjuk össze. 


A teljes valószintiségi tétele: Haa Br B.,... események teljes 
eseményrendszert alkotnak, akkor tetszőleges A egeményre 


P(Aj) 5 2 P(B) . P(AIB). 
í 





Ez a képlet lehetőséget ad arra, kogy egy esemény valószínűségét 
kiszámítsuk egy teljes eseményrendszer tagjaira vonatkozó feltételes 
valószínűségeiből, 


4. Baycs-tétel 
(éjtsd: béjsz) 


Fejadat: Bárátornnák élmóndorm, hogy: "Van három doboz, az első- 
ben 1 píros és 1 fehér, a másodikban 3 piros és 1 felhiér, a harmadik- 
ban 2 piros és 3 fehér golyó van. Feldobok egy dobóköckát. Ha 1-est 
dobok, akkor az első, ha 2-est vagy 3-ast, akkor a második, ha 4-est 
vágy 5-öst vagy 6-ost, akkor a harmadik dobozból csukott szemmel hu- 
zók egy golyót." Ezek után elvégzem a kisérletet ugy, hogy ő ném lát 
semmit, csak a végén közlöm vele, hogy "piros gölyőt húztám!. Meg- 
kérdezem tőle: "Mit gondolsz, melyik dobozból hüztam?!t Hogyan fóg 
barátom gondolkodni? 


Megoldás: Barátom ükos, ezért Így gondolkodik, Az A esőmény 


bekövetkezése még nem dönti el, hogy a B B. "B, események közül 
melyik következik be. (A, B B. : B. ugyanazt jelöli, mint a teljes való- 
szíinüség tételét iliusztráló néldában, ) Téhát a kérdésre valószintiségek- 
kel kell felelni, méghozzá a PB] A), PB (A), P(B 14) feltételeg va- 


lószínűségekkel. Elzeket így számolhatjuk ki: 


PBJAJ  PRB-PAIB) 5-5 











— ehen ehe - £ 
PB IA) 7 B(A) 3 8 : SNS: --Ső 
pa P(B):P(AIB) 15 
i-1 
2.8 
PBJA)  P(B)CPAÍB]) § "9 1 
PGA) epe 
a PB)" P(AIB) 15 
3, 2 
( P(BJÁ)  P(B-PAÍB) § "5 19 
2. P(B):P(AÍBJ) 15 
ii 


A kapott feltételes valószínílségek elemzésével láthatjuk, hogy a legvaló- 
szintbb az, hogy a piros golyót a 2. dobozból huztük. A legvalószíntit— 
lenebb pedig az, hogy a piros golyót az 1. dobozból huztuk. WE 
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Más feladatoknál is gyakran van sztikség a. fontiekhez hasonló fel- 
tételes valószínűségek kiszámítására. Ezért érdemes általánosan is 
megfogalmazni ezeket a formiiákat. 





Bayes tétel; Ha a B; Borse 
alkotnak, akkor 
, RB) PAJB 
PXB.] A) —— — 





tagjainak valamilyen A eseményre vonatkozó "feltételes valószínűségeit 
az A ésoménynek a teljes eseményrendszer tapjaira vonatkozó foltéte- 
les valószinűségeiből kíszámítsuk, 


5. Feltételes valószínűségekkel kapcsolatos feladatokról 


Nem szabad azt hinni, hogy a tanult formulákkal minden feltételes 
valószínítiségekkel kapcsolatos feladat közvetlenül megoldható. Egy ősz- 
szetettebb problémánál a feladat megoldójának kelt lebontani a problémát 
olyán részekre, ínélyekre már közvetlenül tudja alkalmazni az általa is- 
mert formulákat. Erre példa a következő feladat, 


Feladat: Az előző két pontbán említett három dóbóz valamelyiké- 
ből a kockadobás eredményétől függően most nem egy, hanem két golyőt 
huzunk. Feltéve, hogy az egyik golyó piros, mi a valószinűsége annak, 
hogy a mááik fehér? 


Megoldás: Mivel az. "egyik plros, a másik fehér" esemény maga 
útán vonja az "egyik piros" esaményt, 


ek . Piegyik piros, A másik fehéri 
P (egyik piros, a másik fehérlegyik píros) P (egyik piros) . 
Á törtben szereplő két valószínűséget a teljes valószintiség tétele segit- 
ségével számolhatjuk ki: 





P fegyik piros, a másik fehér) - 6 :" 1 4.2 : 1 kB § . £2.£ .. 19 


g-t. 1.2 148. EL8ti ) 17 
P (egyik piros) — 7 1 4 B 14 § [5 20" 
a. 
19 
(age. GYEN GNP 30 38 
Tehát a kérdezett feltételes valószíntíség 17. .H 
20 


Megjegyzések; 

i. Vigyázni kell, hogy a förmulék slkalmazásínái a valószínüség 
jelölésére használt P betű mindig ugyanarra a véletlen jelönségre vo- 
natkozzon. HA érre nem vigyázunk, akkor ebből hibás öreödri ények szár- 
mazhatnek, Ezt mutatjuk most be a feltételes valószínűség defintetőjét 
megelőző két példa kapcsán (lásd: 36-37, oldali). Ugyanis a 2. példa 
megoldásában azért nem irtunk képleteket, mert -ott - mint a 2.. pőlda 
harmadiktéle megfogalmazásából kitünt - az 1, példa véletlen jelenségé- 
hez képest módosított véletlen jelenségről volt szó. Öttani céljaink miatt 
az 1. és a 2. példa jelölésrendszerét összhangban akartuk tartani. Ezt 
az összhangot megsértettük volna, ha a 2. példa megoldásában liyesmit 


irtunk volúa: Pfjutálmat nyerek) - h- hiszen ennek alapján automatiku- 
i 1 ll 

san leírtuk volna azt is, hogy — P(Áá) — a" Ez pedig helytelen lett vol- 

na, hiszen az 1. példa eredménye szerint P(Aj — 5 . fermészétesen, 


ha valaki csak a 2. példával foglalkozik, akkor joga van az ottani vélet- 
len jelenségekre vonatkozó valószínűségeket P-vei jelölni, és akkor ir- 


hatja, hogy P(A) s Pijutalmat nyerek) - 2 . De.ha az 1. és 2, példa 


jelöléseit összhangban akarjuk tartani, akkor P(AlB) - s alakban kelti 
kifejeznünk a 2. példa eredményét, 

2, A "kezdőnek" nehézséget okoz, hogy egyes feladatoknál nem 
triviális, hogy a véletlen jelénséget hogyan célszerü megválasztani ég 
rögzíteni, hogy utána a kérdezett feltételes vagy feltétel nélküli valószti- 
nüséget kiszámítháassa az. általa ismert formulákkal, Az ügyes választás 
képességét sok feladet megoldásával léhét elsájátítanit, KE 

3. Mivel a vélétlen jeletség megválasztásában a feladat megoldója 
dönt, a feladat megoldőjától Ís függ, hogy egy - a feladattal kapncsola- 
tos - valószínűség feltételes-e vágy feltétel nélkül. 
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HI. FÜGGETLENSÉG 


1. Két csemény függetlensége 


Egyszerre feldobunk egy pénzérmét és égy dobókockát. Ha a pénzt 
és úH kockát jó magzsra dobjuk, akkor annak ellenére, hogy egyszerre 
dobjuk fel őkét, semmi közö sints a pénz dobás eredményének á kocka- 
dobás eredményéhez, Áz 4 tény, hogy az érmén a íffajtt van felül, ném 
nyujt semmi információt arra vonátkózólag, hogy a kockádobásnák mi 
lott az eredménye. Ha én a kockán például 6-ost szeretnék, sem bol- 
dotrább Sem szomorubb nem leszek, ha az érme egy kicsit előbb nyug" 
szik meg az asztalon, és az érmén a "fej" van fell, Mindezt azzal a 
szóhasználattal fejezzük ki, hogy a kockadobás eredménye független a 
pénzdobás. eredményétől. KN 

Most egy nélda kapcsán megvizsgáljuk, hogy hogyan nyujthat infor- 
mációt egy esöomény bekövetkezése. vagy be nem következése egy másik 
eseményre. vönatkozólag. Az egemények figgetlenségéhek matematikai 
definlelóját ennek megfelelően fogjuk értelmezni. 


Úgy taposntatám hogy a. nyárt napok Tr -edrészében esik eső 
Budapéstón; 7 ET -ed részében esik eső a Balatonon, ÉS 2 ad részé- 


12 
ben esik eső. itt is; ott ís. 
. Ha A-val jelöljük azt az eseményt,. hogy egy kiszemelt napon a 
Balatónon esik az eső, B-vel pedig azt, hogy ugyanazon a napon esik 


az eső Budapesten, akkor töbhát PIAj zza P(B) - 19" PAm A 


Vizsgáljuk az alábbi szituácitőt: én Budapesten vagyok, kedves iíis- 
merősöm A Balatonon nyaral, és , Budapesten éppen esős nap van. Vajon 
én - tudván, hogy Budapesten esőa nap van - mit tudok mondani arról, 
hogy a Bülatonon esik-e az eső? Nyilván eshet ís, meg nemi is. Vagyis 
a kérdésre csak az A esemény valószínűségének; méghozzá a B 
eseményre vonatkozó feltételes valószínűségének megadásával felelhetek. 


4 
P(A:"B) 12 ; 
Esetünkben  P(AIBY- tp 7 g 75 ír Vagyis annak tuda- 
12 


tában, hogy a B esemény bekövetkezett, módosul az A eseményre 
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vonatkozó. ismeretem: PIA) s kr helyett P(AIB) - -8. a erősséggel 


fogók kedves. iömerősömért aggódni", 
És mi van akkor, ha tudom, hogy Budaposten nem ésík az eső? 
Ilyen ismeret birtokában "mennyire keli aggódnom kedved ismerősömért?" 


Felelet: P(AI Bi sali Ki e 1 r . P(B) 





juk, hogy ha a vizsgált napon Budapésten nem esik áz eső, akkor a 
Balatonon is .kövésbé valószínű az eső. Ez podig hasznos istformáció ! 

Vegyük észre, hogy a budapesti esőzés bekövetkezése vagy bö 
nem következésé azért nyujt információt a balatoni esőzésre vonátkózó- 
lag, mert P(Aj, P(AIBj, E(AÍB) nem egyenlőek. Ha égyenlőek volná- 
nak, ákkor mindenképpen "ugyanolyan erősséggel kellene kedves isme- 
rősömért aggódnom", az A eseményre vonatkozólag nem válnék okg- 
sabbá a H esemény bekövetkezésének, illetve be nem kövéötkezésőnek 
ismeretében. 

Ezért azt mondjuk, hogy az A esemény fiigretlen a B 6 ese- 
ménytől, ha P(A) - P(AlB) - P(AJB), 

P(B)— 0 eszétén a P(AÍB) P(B)- 1 esetén a P(AIB) feltéta- 
les valószínűségnek nincs értelme. Ezért PH) - 0 vágy 1l esetén a 
függetlenség dofinicióját külön kell megadni; P(B) — 0 vagy 1 esetén 
mindig függetlennek mondjuk A-t: B-től. (Ezt a következőkkel motivái- 
hatjuk: P(B) 7-0 vagy Íi eseténa B bekövetkezésétől nem nagyon 
válhatunk okosabbá A-ra. vonatkozólag. Ugyanis PB) 7-1 esetén B 
majdnem biztos, tehát bekövetkezése nem lep meg minket, bekövetkezé- 
séből nem vonunk le különösebb következtetéseket, P(B) - ú esetén per 
dig B majdnem lehetetlen, tehát nem nagyon következik be.) 

A következő tételben ÁAÁ-nák B-től való függetlenségét olyan ösgze- 
flggéssel jellamezzük, melyben A és B szerepe szimimétrikus. 
Ezért igaz, hogy ha A fllggetlen, B-tői, akkor B is független A-tól. 
Ez teszi jogóssá azt a szóhasználatot, hogy "A és B függetlenek egy- 
mástól. . 





1 


mény akkor és csak akkor figgetlenáa B ssoménytők ha B P(A:B) -— 
- P(A) " PXB). 


Bizonyítás: 

a) Tegyük fel, hogy A független B-től. Ékkor 
i. P(B)—- 1 esetén P(A-B) z P(A) - P(Aj)"PIB). 
2. Pf(B)- 0 esetér P(Á"B)- 0 - PiAYD(B) 


17 


4. (2 P(B) 21 esetén a feltételes válöszínűség és a függet- 
lenség defiietója szerint ri — P(AÁlB)  P(Á), ahonnan 
PIA: B). : P(A) : PiB). Tehát teljesül a. szorzási szabály. 


b) Tegyük fel, hogy P(Á"B)- P(Aj" BB). 
1. P(Bj-.1 vagy 9 esetén definició. szerint A független 
rő 12 EM) I esetén igy ökósködhatunk: 
PIA-B) s P(A) - P(Á"Bj) 5 B(Á) - PIÁJ-P(B) - 
z P(A) -( - Pegjj 7 Piáj" PB), 


Praln) - ESB a HALLÓ 2 P(A), 


PB) FíB, 
A 
pafő) - BAL. PAP .. pray 


Tehát teljesül a. függetlenséget jelentő P(A) — P(rálB) -— 
z P(AIB) egyenlőség. 


Mégjegyzésekz 

1. Bizonyára feltünt, és a bizonyításból is látható, hogy a defini- 
cióban P(A) PIAlB mú P(AIB) helyett elég lett volna P(Áj - P(AlBj-t 
feltenni, mert ennek már kövötkezménye P(A-B) s PÁ) "EXB) (ásd a 
bizonyítás a/3 részét), amiből viszont következik P(Á-: B) — P(A) : P(B) 
üásd a bizonyítás b/2. részét) és PIA) z P(AJB) Mégis így móndtuk 
ki a definiciót, mert kettőnél több esemény függetlenségének definiciőjá- 
ban már nem hagyhatók el az Ítt fölöslegesnek bizonyuló egyeülőségek- 
kel analóg egyenlőségek. 

2. Két esemény függetlensége. egyes esetekben a véletlen jelenség 
és az esömények értélmezéséből adódik. Például az a: két esemény, 
hogy a magásra féldobott pénzérmén "fej", a döbóőkockán pedig 6-os 
adódik, független egymástől. Ezért ha az érme és a kocka szimmetrikus, 
akkor a P(áz érmén "fej", a kockán 8-os ádódikj valószínűsöget a 
szorzási szabály álapján a : z üi ri -nek kell vennünk. Ha pedig ismer- 
jük a PIA) P(B), P(Á" B) valószínűségeket, akkór a definició vágy a 
P(A:B) - PiÁ) " P(B) kiitériunm alapján dönthetünk az A és B ese- 
mények fügretlenséga felől. Például szimmetrikus dobókocka esetén az 
A - "a-nál nagyobb. számot dobunk", sz .9-mal osztható számot do- 


bunk" események függetlenek: P(Aj— a : FB zt (két db hárommal 
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osztható szám ván a döbókockán a §-as és a 8-osBj, P(ÁrB) ő (3- 


nál nagyobb. 3-mal osztható szám a dobókockán csak egyetlen van: a ű- 
os) miatt P(A-B) - P(A)" P(B) teljesül. 

Gyakori hiba szokott lenni, hogy a fügígetlen ésemények fogalmát 
összetévesztik az egymást kizáró események fogalmával. Pedig - éppen 
ellenkezőleg - a következő ígaz: 


2. tétel; Haáz Á és B ese 
nulla a valószínűlséprtk, akk ; 





Bizonyítás: Mivel A és B egymást kizárják, A-B 2 , 6 Így 
HRA"B) - 0. P(Áj-ról és P(B)-ről feltételeztük, hogy nai egyenlők , 
nullával, így szórzattuik sem nulla. Tehát nermn teljesíti x. Megetletiségöet 
jelentő szorzási szabály. 


Z. Több esemény függetlensége 


Dobjunk fel egy 1 és egy 2 forintos örmét, és legyen 


A 7 az L Forintos érme fejre esik, 
Ag z a 2 forintos érmé fejre esik, 
4. - vagy mindkettő fejre, vagy mindkettő irásra csik. 


Nyilvánvaló, hogy P(A,) z PÁ TA) sz P(A.i A) - nm; Ez azt jelenti, 
hogy A független A, "től. Hasonlóan látható, hogy Ag független 
A-tól is. Valóban: ha csak az 4, vagy az A, bekövetkezését vagy 
be neim következését tudiuk meg, akkor 4erra nézve nem válútk cko- 
sapbá. Ha viszont mindkét cséményt, azaz az AA eséménypárt 
meg tudjuk figyelni, akkor oz már olyannyira hasznos információt nyujt 
AgrTa nézva, hogy A bekövetkezését vagy be nem következését ez 
alapján el is tudjuk döünténi, Tehát A, nem függellen az A A aze- 


17" 2 
ménypártől. A, pontosan akkor következik be, ha ÁAJTA, vagy AGA 
bekövetkézik, 


A 
1 2 
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Az A esemény akkor lenne független. az. AjrA eseménypártól, 
ha AJ És AJ heküvetkezésének illetve be nem következésének séin- 


milyen kombinációjától sem válnánk ökosabbű ÁÁ 7TR. vonatkozólát, üzaz 


Az független lonno az alábbi események mindepgyikétőt 


AA ApAj A 19 AA. 





Szt mondjuk, hogy az A, É . független. az AjrA, A, és6— 
ménypártól, ha A fürgetlen minden. olyan eseménytől, mely az 
Ági pé események és komplementumaik sepgliségével szorzatként ÁLL 


ható 56. 
Ezek után nem szorul magyarázatra a következő két definició. 
Azt mondjuk, hogy az Ai S50M ggetlen az Ajs.r.a bj 


események rendszerétől, ha 4, 1 független minden olyan eseménytől, 
mely az A s srag 4 ezemények és komplementumaik segítségével 


szorzatként állítható elő. 
Azt mondjuk, hogy az AjsAjsvr. Szémények (véges vágy végter 


len) acrozata fügpretlen, ha az első valahány esemény bekövetkezésének. 
(lletve. be. nem következésének semmilyen kornbínációja sem nyújt infor— 
mációt a soron következő eseményre vonatkozólag, azaz ha minden kr 
ra az Aa esemény fHiegetlen az As ..ég Ag etémények rendsze- 
rétől. 
Az alábbi tételben olyan összefüggéssel jellemezztk az események 
sorozatának függetlenségét, melyben nem jüt szörepheoz az események 
sorréndje, Ezért több eseménnyel kapcsólatbari séim kell az események 
sorrendjére tékintettel lenni, A sörrendre utaló "sorozat" szó élhagyha- 
tő, és móndhátjuk, hogy "az As Á sss. . Slemények HMegetlenek egy- 
mást gtólt 








hé Z , ki esetén P(A "A: "A s 


u L: 
7BA, Jr PIA) Dre. "PA, ). 
K 


1 3 
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A tétel bizonyítását nem részletezzük. Hasznos, ha 4 Kedves OI- 
vasó három vagy négy eseményből 4116 sorozatra végigzóndolja a bizo: 
nyitást. 


Megjegyzés: Vegyük észre, hogy a fontébb pénzdobálással kaptso- 
latban definiált Apr AA eseményékre igaz, hogy. 

A) és A, függetlenök egymástól, 

A ÉS A függetlenek egymástól, - 

A És A, függetlenek egymástól, 
dé a hároni esemény együtt mir nem független ogymástól. Jégyezztk 


meg tánulságult, hogy több esemény páronkénti függétlenségéből nem kö- 
vetkézik, hogy ezek az események ögylíítésen is függetlenek: lennének. 
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ÍV. VALÓSZÍNŰSÉGI VÁLTOZÓ 


1. Valószínűségi változó 


1. Budapest délutáni esucsforgalmában - Sajnos - történnek bal- 
esetek. Egyik nap több,. másik nap kevesebb. Sohásem lehet pontosan 
tudni, kogy hány baleset lesz. Csak annyit tudhátunk előre, hogy a bal 
esetek száma nem negatív egész szám, és hogy ez a szám véletlentől 


2. Képzeljünk el egy kör alaku pályát. A kör egyik érintőjére 
számégyenest veszünk fol. A pályán elindítunk egy golyót. A golyó gu- 
rül. körbe-körbe, s ki tudja hol, megáll. A golyót és a kör középpontját 
összekötő egyenes a számegyéenest egy pontbán metszi. Jelöljük a met- 


széspontot H-val. Ha az egyenesek párhuzamosak, és ezért nem mot- 
szír ögymást, akkor f7-t vegyük 0-nak. 





. ábra 


Látjuk, hogy ? tetszőleges valós értéket felvehet ég értéke vélet- 
lentől függ. 

Az ilyen "véletlentől függő számértéket" valószíntiségi változónak 
nöyezztik. Valószíntlségi változókat ugy definiálhatunk, hogy egy vélet- 
len jelenséggel kapcsolatban értelmezünk egy számmal mérhető mennyi- 
séget. Jelöléstikre általában görög kisbetük használatosak, leggyakrab- 
ban § (kszi), f7 (eta), § (dzeta). Például 
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1. § 7 ahány balozet történik Budapesten a déldáni csucsforga- 
2. ÉY F amennyit reggelente a megállóba várnom kelt a villamosra. 


A valószinítóégi változók matematikai leírásához szükségünk van 
az öloszlás fogalmára, Ezzél ismerkedünk meg a következő pontban, 


2. Eloszlás 


Vegyünk valahonnan festéket, és kenjük szét a síkon. Pacékat ís 
ejtbetünk, vonalakat ís huzhatunk; pöttyöket, sőt kis fogtékesomókat ís 
rakhatunk, Ügy, ahogy nekünk tetszik. Ha ezt megtettük, akkor megad- 
tunk a alkán égy dloszlást, 





Ha nem a atköt, háném az egyenest kenjük be festékkel, akkor az égye- 
nesen adunk imog egy éloszlást. 





44, ADTA 


. Matemátikaíleg az ilyen eloszlásokat ugy lehet leírni, hogy a sik 
illetva az egyenes részhálmazaitá megmondjuk, hogy mennyi festék (pél- 
dául hány pgrarim) került az Ílető részhalmazra. Énnek a problémakör- 
nek az egzakt tárgyálása a mértékelmélet témakörébe tartozik. Mérték- 
elmélettel üém Áll szándékunkban foglalkozni, de az eloszlás szemléle- 
tes főgálmára - mint a valószínűségszámítás technikai segédeszközére - 
támaszkodni fogunk, 


s 


Most egy olyán fogalómról. lesz szó; amit a későbbiekben 
nem fogunk használni. Éppen azt fogjuk elmagyarázni, hogy miért 
kellene használnunk, és mégis miért nom fogjuk használni, Niint 
a mértékelméletben kiderült - nem mindig lehet ellentmondásírer- 
tesen hozzárendelni a sik illetve az ögyenes öüsözes részhálmazá— 
hoz égy-egy számértéket, moly mutatná, hogy az iiötű részhai- 
mázön ménnyi festék van. (Vánnük nágyon "ogunyaff, képzelettinizet 
messze felülmuló részhalmazok a sikon és a számegyenesen!) 

A Gik lletve az egyenes részhalmazainak egy igen tág osztályára 
az in. Borél-halmazok osztályára ez mindig mogtaehető, de a 
Borelk-halmazok osztályába fem tartozó. halmazokra ném. Rt mi. 
: 3 a Börel-halinaz. fogalmát, ésék áz 
alábbi] észrevételeket tesszük: 

1. Az intervallumok a számogyenesen, a geometriában megr- 
 fümert alakzatok (körlap, sókszögekkel határolt elkidomok etb,) . 
a sikon, és általában a nyilt vagy zárt halmiazok mind Borel-hal- 





mazxzöok. 

2. Borel-halmazok koözmplementuma, különbsége, ívéges vagy 
megszámlálhatóan végtelen) uniója, metszete ugyancsak Borel- 
halmaz , 

Tehát nem kell elköseredülink, hogy vannak "kéllemetlenke- 
döt, nem Borel-halmazók; hiszén i 

1. Az elmélet kifejtéséhez és A gyákorlátt alkalmazásokhoz 
szükséges halmazok Borei-halmazok. 

2. A Borel-halmazok osztályából nam vezetnek kt azok a 
halmazelméleti műveletek, melyeket öközkod úsaiak, számításaink 
során használni logunk. 

Nem is akarjuk zavarni az Olvaásót a üem definiált Boral- 
haimaz fogalmának minduntalan emlegetésével, Ha a későbbiekben 
a sik vagy az egyenes valamilyen részhalmazát említjük, akkor 
mindig Borel-halmazra gondolunk, Igy például, ha a öik vagy az 
égyenes összes részhalmazáról beázélünk, akkor is csak az ögz- 
szes Borei-halkmazra gondolunk. Jobb, ha az Olvasó a valószínH- 
ségszámítással való első találkozásákör nem. fórdít figyelmet -a 
mértékelméletnek erre a technikai jellegü fogalmára. 


A valószinűségszámításban az ólyan eloszlások fontosak, mélyeknél 
a szétkent festék. összmennyisége egységnyi. Ezért az ilyen előszlásokat 
valószinüségeloszlásoknak nevezzük. A valósziníségeloszlás szemléletes 
jélentése tehát; egységnyi festékmennyiség szét van kenve valahogyan. 


4 





3 valószínűségeloszlás 
a számegyenesen a sikon 


24. ábra 


3. Bioszlások típusai 


Vegyünk ogy vödör, azaz egységnyi festéket. Á 2 pontra tegyük a 
festék § -át, a festék pi -át pedig tegyük az .5 pontra. Igy két fegtők- 


csomót kapink. A festék másik. felét kenjtik szét a Fi, 8] intorvaliumon 
egyenletesen: 


c? -i ü f 2 R-j ép 5 aj 7 § a 


a számagyanas festek nélkül 


2 D 


—-B " -f 4; Í 2 Ci vi 5 a 7 ed § 





d 2 goníra § -nt, őz 5 pontra §nyji fesfek7 
ból egy-egy postdkoromót febtünk 


kg . KM j j a va HF ht 
-2 ft 0 f 2Z ű§ tr 4 ő 7 a g 


a festek masik jelét egyenletesen szetkenfük 
a [781]. intervallumon 
25. ábra 
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Ezáltal megadtunk egy valószínüségelöszlást a számépvénesen, 

A megadott ploszlás "két szélsőségés részből tevődik össze". Az 
egyik rész "osyupa ögsomőóból áll", a másik rész "esomómentes"t, A. gya- 
korlatban előforduló eloszlások leggyakrabban nem ilyenek, Többnyire 
vagy "csak csomóből állnak", vagy Vezomómentosek", áz előbbieket 
diszkrét eloszlásoknak, az útóbbiakat folytonos eloszlázoknak nevözzülk. 
Áz olyan eloszlásokat, melyek ülsükrét és fölytönöa részből tévődnek 
összö " Hilnt a fenti példában -, Köveéri eloszlásoknák nevezzük. A kj- 
vetkező három pontbán é három "tipust vesszük sorra. 





4. Diszkrét eloszlás 


Diszkrét eloszlázsokat ugy adhatunk meg, hogy megadjuk a festék- 
csomőök helyét és nagyságát. Ábráinkon a festékcsomók hélyét számok- 
kal -vagy betükkel kiírjuk, a festékcsomó nágyságát. pedig bekarikázott 
számokkal jölöljük. Diszkrét eloszlásokat célszerit ugy. is szemléltetni, 
hogy a festékecsomó helyére olyan magas "pálcikát" rajzölunk, aménnyi 
festék a pontra kerül. Például, ha az 1-ik pozittv egész számra 4, 

8 at 


hagyságu festékosomó kerül, akkor egy olyan eloszlátt kapunk, ahol az 


rr . . a i . fa 
első festékezsginő a napyságu, a többi pedig fele akkora mint az őt 


megelőző, Áz eloszlást pálcikákkal szemléltetvet 
e 
6 EEG E5 
2 3 4 5... í 
26. ábrá 


Ha az elosztást nem akarjuk szemléltetni, csak áz adatatt akarjuk 
rögzíteni, akkor ezeket célszerü táblázatba foglalni. Például: 





41, ábra 


pb 


Égy diszkrét eloszlás nyilván akkor válősztníségeloszlás, ha a 
pálcikák hosszának Összége 1. 


5. Folytonos eloszlás 


Az alábbi könstrukcióvai eljuthatunk a gyakortatbán fontos folytonos 
eloszlásokhóz. 

Toklátstnk egy nem negativ értékeket felvevő, integráltató függ- 
vényt a számegyenesen. (Például ha egy nem negativ. értékeket. felvevő 
függvény véges sok holy kivételével folytonos, akkor integrálható a 
számegyenesen, A- számegyenesen vett integráljának értéke VÉZOB vagy 
végtelen, ) Ábrázoljuk a Függvény grafikonját: 





f 
28. ábra 


Lakáslestéskor egy jó festő egyenletesen keni be. a falat. festékkel. 
Ez annyit jelent, hogy egyforma terflatti felületdarabokra ugyanannyi 
ípi. ugyájanüyi gramm) festék kerül, Másképpen kifejezve: valamely 
falrészre kerülő festék menüyísége arányos a falrész területével. A mér- 
tékégységek alkaimas módosításával elérhetjük, hogy minden falrészen 
az uj mértékegységekkél kifejezve annyi festők legyen, mint- amennyi a 
falrész. területe, 

Képzeletben mi is így kenjlünk szét fegtéket a tekintett fizgyény 
grafikonja és az abszeissza tengely közötti tartományban. Tehát a tar- 
tomány minden részhalmazára annyi festék kerül, amönnyi a részhal- 
maz területe, Ezután "jön az uthenger", és függőléges irányból össze- 
nyomja a sikót ugy, hogy a festék az abszéissza tengelyen felvett szám- 
egyenösre préselődjön. Íly módon egy előszlüst kaptunk a. számeogyeris- 
Ben. Fantáziánk megengedi, hogy az egyenesre összenyomott festéket 
ugy képzeljük el, mintha az teljesen bele lenne préselve a számegyenesbe, 
Tehát a festék nem ad "vastagságot" a számegyenesnek, csupán "beszi- 


D7 


a fésték szét van kerve a tarfoma 





0 § 





a síkot összenyomíuk az Eg 


nezt", Ahova több festék jut, ott "feketébb", áhova kevesebb, ott csak 
"Iazürkébb, ahova semmi fősték nem. jut, ott "teljesen fehér" a számr 


egyenes. 
Ha a függvényt í-fel jelöljük, ákkór. 4 számegyenes válameiy 


2, b] intervallumára vréselődő festékmennyiség: (megégyezvén az in- 


tervalium feletti és az Í grafikonja alatti rész tertiletével) T regi 
szel egyenlő: 





I JO. ábra 


Ha az intervallum egyetlen pontból áll (az intérvalium kezdő és végpont- 
ja egybe esik), akkor ez a sikrész szakasszá degenerálődik, aminek 
tertlete §9-val égyeúlő: 
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FM) c 
FA fájax:0 
c 


c 0xX 
31. ábra 


Tehát minden c pontra teljösül, hogy a ű pótíton lévő fegtékmannyi- 
ség Úval egyenlő. Ez nedir azt jelenti, hogy áz eloszlás "egomőmen- 
tes", azaz fölytonos tipusu. j 

Most kis kitérőt teszünk, hogy megmagyarázhassuk, miért hivják 
az E függvényt az egyenesen létrejött. öloszlás sürtiségftiegyényének. 

"Térbeli inhomogén tömöeogeloszlás leírása céljából a. következőt 
szokták teni. Kiszemelnek egy pontot a térben. Á pont körül egy kis 
térrészt tekintenek. A térrészben lévő tömegmennyiséget eloszják a tér- 
rész térlogátávál. A kapott hányados a térrészbeli átlagsürűiséget adja 
meg. Ezek után a térrészt "rázsugorítják" a kiszemelt pontra. Ha a 
zsuporitás közben az átlagsíürűségnek van határértéke, akkor: e határér- 
téket Aa kiszemelt pontbeli sürüségnek nevezik. inhomogén tömegeloszlás 

tér pontjaitól való függés. értelmezi a tömegeloszlás sürüségfüggvényét. 

Ha nem a térben, hanem a sikon vagy az egyenesen tekintütik egy tö- 
megeloszlást, akkor a sürüségfüggvény teljesen hasonló módon definiál- 
ható, csak az átlagsürtiség értelmezésekor térrész helyett. sikrész, íl- 
letve intervalium tekintendő, és térfogat helyett törülettei illatve hósszu- 
sággal kell osztani, 

Ezen előkészítés után tekíntsünk a számegyenesen egy  x. 


a pontot 
és körülötte egy [2 b] intervallamot: 


ess fem] j 


a xx b 
32/a Ábra 
h 


Az intervallumon lévő festékmennyiség j f(x) dx -szel egyenlő, így az 


[2.b] intervalkumban az átlagsürüség b-a 2) fíx) dx vagyis az f függ 
LÓ a 
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vénynek az fa, hj intervallumon vett integrálközepe. Ismeretes, hogy 
ha Í folytónos az x. pontban, és az eb intervallum ráhuúzódik 

Xg "Ta, akkor az fa,bi intervallumon vett infegrálközép. az integrandus 
xa helyen vett helyettesítési őrtékéhez, f(x p-hóz tart: 


h 


. d 
teri f 160 dz sztík ), ha a hű e. £b és ab "ak . 


A 


Totiát á MAGAGNNÁAI x beli álrtségé f(x). Ezért jogos, hogy £-t 


É ény étek nevezzük, 
Vegyük észre, hogy ha az x, pont körüli [8 b] Anteoryállúm 


picike, akkor az [b] intervallumon lévő [ fíxydx festékmennyi- 
a 





ség közelítőleg Ex)" (b-aj-val egyenlő. Tehát egy picike intervallu- 
mon közelítőleg annyi festék van, amennyi az intérvallum hossza HZO- 
rozva a sürüségfüggvénynek az intervallumban vett értékével. 
Az eloszlást legjobb a sürüségfüggvény grafikonjával szemléltetni. 
A grafikon a festék összenyomás előtti alakját mutatja. 

Egy ilyen eloszlás nyilván akkor valószínűségelosztás, ha a sürti- 
ségfüggvény grafikonja alatti terület, tehát a stiriségíüggvőny intográlja 
(- saptől (tr 00-ig 1-gyel egyenlő: 


kem] 


) fíxydxsi , 
mét] 
A lelrt konstrukcióval megadható eloszlísokat siürüségfüggyénnyel 


réndelkező folytonos eloszlásoknak nevazztik. 
Nem minden. folytonos eloszlás rendelkezik stürüsépgfüggvénnyel. 


yen elosziásra a VE. fejezet 1. pontjának végén mutatunk majd példát; 
Mivel az ilyen eloszlások. gyakorlati szempontbói ném fontosak, nem fog- 
Jalkozunk vettük, 

A későbbiekben - hacsak ellenkezőjét ném hangsulyozzuk - sürtség- 
függvénnyel rendelkező folytonos eloszlásra gondolunk, amikor - rövi- 
den - folytonos eloszlásról beszélünk. 
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6. Kevert: előszlások 


A kevert eloszlásokat ugy adjuk meg, hogy külön-kíllön megadjuk 
diszkvét és folytonos részüket. 

Égy kevert eloszlás nyilván akkor válószintségeloszlás, ha diszkrét 
része összpálolkahosszánák és fölytonos része sürüségfűgévénye alatti 
területének. összegé 1-gyel egyenlő, 


. 7. Valószínűségi változó eloszlása 


Ha § valószínűségi változó, akkor értéke valamilyen véletlen je- 
lenségtől figgő szám, Ezért ha B részhalmaza a számegyenesnék 
(például válamtiyen intervallum, vagy akár egyetlen pontból álló halmaz), 
akkor $ értéke a véletlen. jelenség lezajlása során vagy eleme B-nek: 
£ € B (olvasd: kszi eleme B-nek), vagy nem: tt B (olyasid: közi nem 
eleme B-nek), A €E B klijölentés tehát egy 
nüségéről van értelíne beszélni, 

Korábbi jelöléseinknek megfelelően a FEB ezemény valószinűsé- 
gét így jelöljük: P($ € B), Ha a B halmáz intervallum: B —(g,b], 
akkor is jelölhetjük; P(a§ € £ b) Ha B egyetlen pontból All: 

B — íx , akkor PIE - x) -t ís Irhatunk, stb, I 

Kenjük be a számegyenest festékkel ugy, hogy a számegyenes imin- 
den R o részhálmazára annyi festék jusson, Amennyi a ) € B esemény 
valószínűsége. Ezt az eloszlást a valószínűségi változó e oszlásának ne- 
vezzük. Ha az elószlás folytonos, akkor áz eloszlás sürüségfüggvényét 
a valószi I változó sürüs ényének is névezzük. 

A valószintségt változókat eloszlásuk segítgőiével építjük be ma- 
tematikai módeílünkbe, Az eloszlás kieszelése lógikat, matematikai 
eszközökkel lehetséges Űásd például a kövétkező fejezetet). A XIV, foja- 
zet 4, pontjában pedig azt fogjuk vizsgálni, hogy egy valószínűségi vál- 
tozó eloszlása hogyan közelíthető a valószintiségt változóra végzett ki- 
sérleti eredményekből, 

Megjogyezztk, hogy a valószínítségi változók he sorolhatjuk a. 


Semény, Aminek valószi- 





véletlentől nem függő könstansokat ís. Ha például € értéke mindir 3,2, 
akkor § eloszlása az az eldezlás, melynél - egyetlen festékesgomó for- 
májában - a 3,2 pontrá van kenve az egységnyi festékmennyiség: 


() 


SSE — pl —— —— 
— Í ű f z vi 4. 
32/b ábra 


Hi 


áz ilyen eloszlásokat a szóban forgó potitra köncentrált elfajult előszlá- 
soknak Hevezzük. 


Az alábbi 3 péktán keresztül. összefoglaljuk. a. valószínűségi válto- 
ző eloszlásával kapcsólátban elmondottakat: 


a LE 11 





élda: Ha § eloszlása az alábbi diszkrét eloszlás 


5 


AZ -f 7 2 


MN 


R( £€f04 2,5] 0,3 t 6, 1 Wi 0, 4 p. 


RrE[ ; 2]) 


B6z .0z 024084 014 01 507, 


íj 


0,3 £ 0 17-04 , 





Pt El. 5; 2] e 2 0) 3 - 0. 2. a AE0 02 EGEN 5 ; 


Pk s -1)z 0, 1.§8 
2, példa; Ha ; sürüségfüggvénye az. alábbi Éüggvény 
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2 


MÉG? ". f(x) dx 5 [ar be": gx - 1-e§, 


RÉS £ 2 [- 1£ £ÉSG10- TET 





Mér 3 e övlölti 


3, példai Legyen € eloszlása az Eloszlások tipúsai:c. pontban 


szereplő kevert eloszlás. Ennek diszkrót része: 


9 0 


—1f7—— hr p—— e — HM ———— 74 
pt fg ff ZF Fi Gg78ű BZ 





jö. ábrá 


Fölytonos részének sürüségfügyvényé pédig 





Ezkor 4,5 
1 1 1 1 3 
kő — HNNEEÉ dream tk —— 
epcsny-be [d6-44-2. 
-1 
3 
PE Ya 
P(É56)- 0 . Hi 


Vegyük észre a következőket. 
Ha egy valószínűségi változó diszkrét vagy kevert eloszlásu, ak- 
kor van olyan c szám, amelyre annak az eseménynak a valószínüsége, 
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hogy a valószínűségi változó ezi a kiszemek c értéket veszi fel, 
pozítiv. 

Ha pedig egy valószínűségi változó folytonos eloszlású, ükkör  skár- 
milyen 6 Szám esetén annak az eseménynek a válószinűsége, hogy a 
valószínűségi változó ezt a kiszemelt c értéket vészt fel 0-val 
egyentő, 





[ I Meglogyzés: Ha a számegyenesen felvett B halmaz ném 
Borel-halmaz, akkor - mint már kórábban eimíttettük - inatéma- 

1 tikai módéltünk ném képes mindén eloszlásrá mégmóndant, hogy 
ez eloszlás szerini mennyi festék van ü .B-n. Ezért ilyenkor a 

- modellben. a E € B esemény válőszínüségéről nem beszélhetünk. 
Mivel nekünk"esék Borel-halmazókkal lesz dólgúnk, ilyen kéllemet- 

b lenségégel nem főgünk találkozni. 


8. Valószínűségi változó lehetséges értékei 


Ha 8 részhalmaza a számegyenesnek, akkor előfordulhat, hogy 
a vizsgált eloszlás az egész festékmennyiséget 8-re keni, a számegye- 
nos 8-en kívüli részére nem kerti! fosték: 


a 


Ilyenkor azt mondjuk, hogy az eloszlás. 5-ré koncentrálódik, Például; 


1. Az előző pont 1, példájában szereplő eloszlás, a -2, -1, 06, 
1, 2, 3 számokból álló § elemü halmazra koöoncenírálódik. 

2. Az előző pont 3. példájában szereplő eloszlás A (9. 50 ) in- 
tervallunra koncentrálódik. 

Világos, hogy ha egy eloszlás §-re koncontrálódik, és $ rész- 
halmaza B"-nek, akkor az eloszlás egyben §"-re koncentráltnak is 
mondható: 


EE EE EZETŰE eten 


K 5 —— 


a (ETET TF T-SL g ee 


38, ÁDT8 
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akkor ez ít jelent, hogy a €€ 8 sszemény válószíntsége 1, tehát 
majdnem bíztós, hogy a E csak §-beli értékeket vesz fel. Ezt fejez- 
zik ki azzal a szóhasználáttal, hogy a § Iehetséges értékei §-be egnek, 
Sok -ésetben a bennünket érdeklő valószínűségi változóhoz könnyti 
találni egy olyan - lehetőleg minél szükebb - halmázt, amihe a valószi- 
nüségi változó lehetséges értékei beéléésnek, Ilyenkor a vizsgált való- 
színüségi változó éleszlágáról állíthatjuk, hogy a talált halmazra köncent- 
rádlódik, Ezért nom kell a fejünket törni, hogy a számegyenesnek a 
taláít halmazon kívül eső részét hogyan kerütűc bő. főötékkel. Példáut 


1. A $ s "ahányadik dobásra végre 6-ost kapünk a dobókockán" 


Ha.egy € valószínűségi Tés előszlága B-re koncentrálódik, 





valószínűségi változó értéke csak pozitív egész szám lehet, vagyis § 
eloszlása a természetes számok halmazára koncentrálódik, 

2. Az n? — "ahány percet várni kelt a villamosra" valószínűségi 
változó értéke pedig nom lehet nögativ, így f) eloszlása a [0, 00 ) 
intervallurorá koncontrálódik. 


Vegyük észre, hogy egy eloszlás akkor és csak akkor. diszkrét, 
ha véges vagy megszámlálhatóan végtelen halmazra koncentrálódik, Te- 
bát egy valószínűségi változó akkor és csak akkor diszkrét eloszlásu, 
ha lehetséges értékei véges vagy megszámlálhatóan végtelen halmazba 
foglalhatók, 


3, Eloszlásfüggvény. 


Vegyünk egy válószínüségeloszlúst, azaz kenjünk szét egységnyi 
feostékmennyiséget. a számoegyénesen; 


NNNNNENKÉNE Ésa TT KEKE 
dj f 


29. ábra 


Az eloszláshoz egy függvényt rendelhettink a következő utasítással 
Az F (függyény értéke az x helyen, amit Tíxrszel jelöltink, légyen 
annyi, amonnyi festék a (-oeo, x) intervallumon van. Eszi a függvényt 


a valöszínüűségeloszlás eloszlásfügrvényének nevezzük, Például: az itt 


tátható 





40. ábra. 


Tszkvét eloszlás eloszltésfüggvényének értéke héhány kozkrét helyen: 
F(-0,4) F 0; FÜ,5) - 0,5, F(2) — 0,5, F(2,1) — 0,7, FGGY-i1 
Az eloszlásííggvény grafikonja pedig Így néz ki 





4l. ábra 


Vegyük észre, hogy tetszőleges diszkrét elgaziás eloszlásífüggvénye olyan 
tépegöstt függvény , melynek ugrásai az eloszlás pálcikálnak helyén van- 
fiak, Az ugrások pedig akkorák, amilyen magasak a pálcikák. 
Az tf stüröségfüggyényü fölytonos előszlés szerint a co, x) Ín- 
Ér. dl 
tervailamon lévő festék mennyisége j fix) dx.. Ezért egy folytonos el- 
-60 
oszlás eloszlásíüggvénye így fejezhető ki a sürüségfüggvénnyel: 
j 5.4 
Fix) s f (xi dx , 
— EKE 


Tehát az előszlásfüggvény a sürüségfüggvény integrálfüggvénye. Ismert, 


bd 
hogy az Fíx) 5 Í Ex) dx összefüggésből következik, hogy F folytonos, 
mm 


és ahol Í is folytonos, ett F differenciálható és 
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Tehát a sürüségfüggvény folytonossági pontjaiban áz eloszlásfüggyény 
deriváltjaként. a öürüségfüggrényt. kapjuk vissza, 
Minden eloszlásfüggvény rendelkezik az alábbi tulajdonságokkal 


1. monoton növékedő, 

2. bálról fölytonos, 

3. ( os)-ben a hátérértéke 0, 
4. tt00)-ben a határértéka 1. 


Ezéknek a tulajdonságoknak a bizonyítására nem térünk ki, Hasz- 
nos, ha a Kedves Olvasó néhány konkrét példán ellenőrzi a. fénti négy 
tulajdonság teljesülését. Az Ís ígáz, hogy ha egy figgyvény renfelkézik 
ézzel á négy tulajdonsággal, akkor ez a függvény. ogy alkaálmasan válasz- 
tott valószínűségeloszlás eloszdásfüggvénye. Tehát a valószínűségelosz- 
lások kölcsönös és egyértelmii kapcsolatban állnak a fenti négy tulajdon: 
sággal bíró függvényekkel. Ezért egy valószintségi változót nemcsak el- 
oszlásgávál, hanem amak eloszlásfüggvényővel is jellemozhetjük, Ezzel 
a Jehetőséggel szoktak élni azok a valószinűségszámítás könyvek, mo-. 
lyek nem használnak mértékelniéleti segédeszközöket, és nem építenek 
az eloszlás (szemléletés vagy egzakti fogalmárá 

Egy valószínűségi változó eloszlásának eloszlásíüggvényét . a való- 

szintségt változó ejoszlásfüggyényének ís nevezzük. A : valószínűségi 
változó eloszlása annyi festéket ken a —co, x) interválhunya, Amennyi 
a §E(-sc, x) esemény valószínűsége. € €. (-oo,x) annyit, jelent, hogy 
2 x, Igy a Ív valószíntségi változó éloszlásíüggvénye aza .F fügy- 
vény, melyet a Fíx)— Pi £ d x) Gsszefüggéssel értélmezhettnk, 

Az eloszlásíüggyények-A folytonos eloszlásókkal kapcsolatos számt- 
tásoknál! játszanak. fontosabb szerepet. Á nevezetesebb eloszlásíüggyények 
táblázaátokba vannak foglalva, A táblázat segitségével telszőleges a—€b 
Számokra kiszámolható az a$ F£ -Zb esemény valőszíntísége. Ugyánis 
ez a valószintiség annyi, amennyi fosték a € eloszlása szerint az [ab) 
intervaliúmon van. Ez a Festékmennyiség ig a (co, b) Intervallamon 
lévő festékmennyiségnek (azaz F(b)-nek) és a (roo,aj intervállámóri 
lévő festékinennyiségnék azaz F(aj-nak) a különbsége. Tehát 


P(a § j) £ b) — F(b) - Eg) . 


Folytonos eloszlás esetén mindegy; hogy itt (vagy £ jeleket írunk, hi- 
szen Pi f a) - Rf b) - 0. 
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V. NEVEZETES ELOSZLÁSOK 


1. Diszkrét egyenletes eloszlás 


Vegyünk egy szabályos dobókockát, és dobjuk fel, Legyen. f - a 
dobott szám értéke. A kocka szimmetriája miatt minden oldai egyforma 
valószinüséggel kerülhet felülre, így $ eloszlása: 


eeEeOE6GEE 





42, Ábra 


Általánosabban, ha egy valószinliségi változó véges sok - mondjuk. 
n - értéket vehet fel, és ezeket egyforma valószínűséggel veszi fel, 


akkor eloszlása mindegyik lehetségös értékhez - nagysága pálcikát 
rendel, Az ilyen eloszlásokat diszkrét egyenletes eleszlásoknek nevezzük, 


2. Binomális eloszlás 


Vegyünk 5 darab olyan pénzérmét, ami hamis. Hamis olyan érte- 
lemben, hogy ha feldobjuk, akkor fs valószintséggel esik. "fej"-re és 
csak 7 valószinüséggel "irás"-ra. Ha feldobjuk mind az 5 értmét, 
akkor véletlentől függ, hogy közülük hány esik fejre. A € valöszínűsé- 
el változó értéke legyen annyi, áhány érine "fejre" esik, Ki fogjuk 
eszelni a € eloszlását; 

a" 0.1,2,3,4,5 értékeket veheti fel. Tehát £ eloszlása 
diszkrét, Á pálcikák helye a €-tól 5-ig terjedő egész számok. Mok- 
kora pálcika kerül például a 2 pontra? Vagyis mi annak a valószínűsége, 
hogy az 5 érem között 2 fej és 3 irás lesz?T Ezt most ki fogjuk számolni. 
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Képzeljük el; hogy áz érméket megszémozzuk az "irás" Hidalúkon Így: 
A "fej" oldalukon is megszűmözzuk őket ugyanugy, de més égy kerosz- 


tet ís teszik: 
(4. (x) , 60 08: 


Most pedig felsoroljuk áz összes olyan dobás kombinációt, melyben 
2 foj és 3 írás van: 


260000 09080 


948 


9899. 
OKOZOK 
800980 
006 
3900 
900 
908 
398909€ 
3000 

9896 


9) a A 


909900 90098 


A felsorolt dobás koinbíinációk száraa annyi, ahányféleképpen a 2 keresz- 


RA 1 
tet el lehet helyezni. az 5 lehetséges helyre, azaz ( 0. 313 iz 10. 


Annak a valószínűsége, hogy az első érme fejre esik, . 





Ezt a tényt így juttatjuk kifejezésre: P 0-4 ): ; a 
Érthető, hogy mit akarunk kifejezni az alábbtakkal: 


PT . RD-T RO -h. MD -É , PG). 


Az érmék egymástól függetlenül esnek Íe, ezért 
"ARO DAa- 5 £2t-i E Gy j 
Teljesen hasonló gondolatmenettel adódik, hogy 

PR DR 0-írTT a ; 
TT OROTON? 9: 3.2.2.4.41 (gé. Gy I 


69 


Az FOGÓ: 99090...., 9908 ém ssémények 


egymást kizáró események, számuk pedig annyi, áhányféléképpen az 
5 érme közül kettőt kiválaszthatunk, azaz. (5). és nyilván egyesítésük 


jelenti. azt. áz eseményt, hogy az 5 érme között 2 fej és: 3 irás van. 
Ezért  P(áz 5 érme között 2 fej és 3 Írás ván) - úre 6) ré 


- PF MOAORB OB) -...( DOG AB) - 


Tehát kiszámoltuk a célul kitüzütt páletika uk 

Á gondolatmenetből kiolvasható, hogy ha jn darab érme van, égy 
érmén a fej valószínűsége  p, és. feldobjuk az érméket, melyek egymás- 
tőL függetlentil. esnek "fej"-re vagy "irás"-ra, akkor annak a valószínű- 
ségi változónak az eloszlása, moly azt iütatja, hogy hány érme esík 
ifejret, olyan diszkrét éloszlás, mölyriől a pálcikák helye a 0-tól n-ig 
terjedő egész számok, a k számhoz pedig 


ny .k ri-k 
(4) P (i-pl 


nagyságu pálcika tartozik, (k - 0 1,...,n) Ennek az eloszlásnak a ne- 
vér n-ed rendü araméterű binomtális eloszlás. 








Persze Ítt nem a pénzdobálásón van a lények, Érezhető, hogy ha 
n darab p valószínűségű, független esoriénnyel kapcsolatban 
azt vizsgálom, hogy ezek közül az események közül hány követke- 
zik ba, akkor ez a valósziníségi változó :n-redrendü Pp paramé- 
terü binomiális eloszlást követ, 


Például ha n ember egymástól függetlenül céltáblára 10, és 
egyforma képességtiek, vagyis mindegyik - mondjuk -  p valószíntiség- 
pél talál, akkor a találatok száma, mint valószínüsági változó, nredren- 
dü p paraméterű bínomiális eloszlásu. 
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Az -eloszlás onnan kapta a nevét, hogy tagjait megkapbatjuk, ha a 
ptil-p) kéttágu kifejezés. (latinut: bínom) n-ik hatványát összeg alakjá- 
ban kifejtjük; 


n vga 
(pt -pjj s 2 k) ea-pje 
aan 


Ebből az azonosságból látszik az is, hogy a. binomiális éloszlás: valósüt- 
niségreloszlás, hiszen ( nt (1-pjj B sz 4. 


3. Poisson-eloszlás 


feltsd: poászoni 


Az alábbi határértéktétel nagyon fontos következményekkel bir; 
Tétek Tetszőleges pozítív A-ra és nem negativ, egész k-ra 


HA 
. n-k AT A 
fertő (4) e pp s kp 9: 
p"0 
np-e A 


. XT 
Bizonyítás: Ismert, hogy Hm (1- 1) z e, Ebből követke- 
í 


D1—eGza 


zik, hogy lim (i-py z e. 





p-r"ro 
Ennek felhasználásával: 
k. . —1 i/r- 
(GY etaojrr a BRM] aa. MELL kt —1— - 
(1-pi) 
e -A 
A 1 1 
1 1 ! 





I 
dd ja 
ebe 5 (1 E vnt (a 97) 


A tétel azt fejezi ki, hogy nagy n és kisz po esetén ez med 
rendű p paraméterű binomiá tis elószlás k-ik. tagja, [ je Pp ü- ps 


jól közelíthető ki —e -vel, áhól K—- 0,1,..., ú. Ennek kápcsán 
vezetjük be a Polason-eloszlást. 

Ap étert : Hásnak nevezztik azt a diszkrét. elősz- 
list, melynél a páleikák helye a nem negativ égész számök, a k-hoz 
tartozó pálcika nagysága pedig 








a ff 2 3Ag4 . .. k 
44. ábra 
cg ak -A 
A. Poisson-eloszlás is valószinűségeloszlás, ugyanis 2 kre 
2 JA AA MENNE zá 
- 2 € kt 1? s 1, A Poisson-eloszlás tagjait néhány 


A-ra táblázatra. foglaltuk. A táblázat a jegyzet végén található. 

"Tehát nagy n és picel p esetén az nredrendü p paramétert 
binomiális eloszlás a A - nn paráméterű Poisson-eloszlássáal helyette- 
síthotő. Ez pedig örvendetes dólog, mert a Polidaon-eloszlás tagjait még- 
adó képlet sokkal egyszerübb, mint. a bBlnomiális eloszlás tagjait megadó 
képlet, lássuk ezt egy feladatban! 

1. feladat; Egy hiívatalbáü. 600 telelonkészülék ván, mólyekről ta- 
gyült fel, hogy egymástól függetlenül EY" valószínűséggel romlanak el 
egy nap alatt. Mi a valószinűsége, hogy egy nap alatt pontosan 5 készt- 
lék romlik ei? 

Megoldás: Áz egy nap HBlatt elromló készülékek száma 60(0-ad rendü 
TT paraméterű biínomtális eloszlásu valószínűségi változó. Tékintve, 
hogy a 600 imár "nagy", az sti pédig "pici. a binomiális eloszlás 


helyett Polsson-eloszlást veszünk A 5 606 " sí; z 3 paraméterrel. 
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Így a keregett valószinítség a 3 paramétérü Polssoán-áloszlásból olvás- 
ható kt: P(pontosan öt.készíüék romlik el) nr e" sz 01008 azo, 1. 
Megjegyzés: Ha binomiális eloszlással számoltunk volna, akkor a 
KN 7 GÖ0MZL 5 ; bi a iszázlli . 
kérdezett valószínűségre A (s Ké) (i - sz) 7 0,1009 -érté- 
ket kaptuk volna, I c í 
Most megyizagáljuk, hogy a A paraméterű Polg4on-olószlás pálei- 


kát közül melyik a lögnagyobb. Legyén pp: kt § (kFÖL,...). 


Annak eldöntése céljából, hogy p, nagyobb-e mint p. ,, megvizsgáljuk 
I jattl Í i "1-1 ; 

a hányadosukát. 

— 2-L—— a A, 

Pi.1 A av . t 

(1-1)! " 

hiszen A -val és (W-1)í-rsai egyszerüsíteni lehetett. Igy láthatjuk, 
hogy ha i kisebb mint A , akkor p, nagyobb P, nél. 
Ha pedig 1 nagyobb mint A , akkor p, kisebb p, j-nél. Ha pedig 


A egész szám, ós így i égyenlő ta tud lenni A-val, akkor 
p.a "Pp A: Tehát ha A nem egész szám, akkor a A előtt nőriék a 


pálcikák, a A után pedig egyre kisebbek lesznok: 





Mn 07 A 
45, ábra 


A legmagasabb pálcika a A -t közvetlenül megelőző egész számhoz tar- . 
tozik. Ha pedig A egész szám, ákkor a helyzet csak annyiban változik, 
hogy a A -hoz ég a A-1-hez. tartozó pálcikák égyforma magasak. 

Az alábbi feladatból kítünik, hogy a Polsson-eloszlással való köze- 
lités olyankor is célra vézet, ha a binomiálls eloszlás rendjét és para- 
méterét nem ismerjük, csák ázt tudjuk valahoman, hogy a rend nagy, 

a paraméter pedig pici. Hl 
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2, foladat: A tó partján álltam, és néztem, áhogy a töban a. sak. 
aprő hálacska egymással mit se törődvé összo-vistzá úszkált. Égy ha- 
lász. éppen hálóját készült kiemelni, Amikor nagyképüen Igy szólt hoz- 
zámr Ha eltalálod, hány hal lesz a hálóban, kapsz egy ötszázást." Én 
csak annyit kérdeztem a halásztól, hogy úgy általában száz eset közül 
hányször szokott üres lenni a hálója. 4. azt felett, hogy körülbelül hat- 
szőr, Erre én egy kicsit gondolkodtam, és két halra tippéltem. Miért? 

Megoldás: Mivel meg akartam nyorni az ötszáz forintot, így gón- 
dolkodtam: Nyilván annyi halra tippe! az. ember, ahány hal kifogása a 
jegvalószínűbb. Ehhoz azt kellene tudni, hogy a hálóban lévő halak szű- 
má milyén eloszlású valószíntiségi változó, és hógy énnek az élöszlás- 
nak melyik tágja a legnagyobb. A halak egymástól függetlenül kerülnek 
vagy nem kerülnek a hálóba, hiszen egymással mit se törődve üszkál- 
nak. Ezért a hálóban lévő halak száma olyan binomiális eloszlású való- 
szintiségi, változó, melynek sem rendjét mem paraméterét nem Ísme- 
rem, (Á rend a tóban lévő halak száma, A párámétar pedig - legalábbis 
nagyságrendíleg - a háló karimája területének és a tó területének há- 
ünyádosa. ) Viszont. a binomiális eloszlást közelíthetem Poisson-elosziás-. 
sal, hiszón a rend riagy (sok hal van), a parámőter pedig pici (a háló 
karimája fital méghatározott tertíllet nagyon pici a tó területéhez képöst). 
Milyen A -t vegyék 8. Poisson-eloszlásban? Száz. esetből hatszor Üres 
a Háló. Ezért 2: 06-nak veszem a 0 darab hal valószíntiségét, vagyis 


vozzTe se  . 
Imen pedig A már méghatározható; A sm a sz 28. 
A Polssön-eloszlás maximális tagia, mint azt meghatároztuk, a param6- 
tert megelőző tag. Ezért a 2 hal a legvalószínűbb, Il 

Később látni fogjuk, hogy a A raraméterü Pólisson-aloszlás várható 
értéke A ,; Mivel a várható érték a gyakorlatban jól kezelhető mennyi- 
ség, bók feladatnál ez lehetőséget ad a Póissón-eloszlás paraméterének 
kieszelésére. (Éésd a X. fejezet 4, és 5. pontját. ) 


üsszefoglalva az eddigieket: ha. sok, pici valószínűségű, ftg- 
getlen esemény esetén azt vizsgálom, hogy közülük hány következik 
he, akkor ez a valószínűségi változó Poidson-eloszlásunak tekint- 
hető. 


Hyen valószíntiségi változók például: 

1, Ahány autó áthalad az Erzsébet-bidon délelőtt 10 és 11 óra kö- 
zött, (Annak a valószíntisége, hogy egy kiszemelt áutó - pi. a sógorom 
Zsigulija  - a vizsgált idő alatt átmenjen, kicsi. Bok autó cikázik a vő- 
rosban egymástól többé-kevésbé függetlenül. ) 


tk 


2, Ahány télefonhívás érkezik ogy hivatálba 10 harc alatt. (Sokat 
kivhatnak, égyitatól függetlenül hivnak, kiósi a valószítűsége, hógy 
X.Y; éppen a vizsgűlt 10 perces időintervaliumban telefonáljon. ) 

4, Ahány meteor becsapódik Magyarországra egy évben. (Sok ma- 
teor kóvályog az ürben, kicsi a valószinűsége, hogy egy konkrét möteór 
a vizagált évben Magyarországra pottyanjon, és a !inetsorok sém bé- 
szélnek Hösze; ) 


4. Geometriai eloszlás 


Ha egy Pp valószinílségü eseményre független kizőrletsorozatot 
hatost dobuik-e y vagy nem), és "vizsgáljuk, hogy az esemény hányadik : 
kisérletnél következik he: először (hányadik dobásra dobunk először 6- 
osth akkor örre a § valószínűségi változóra nyliván fennáll, hogy 


P(Éz ke d-pj sp (krl,2,...). 


Ugyanis ahhoz, hogy a k-ik kisőrletra következzen be előszörre az 
esemény, az keli, hogy az első k-1i kisérletnél ne következzen be, a 
k-ikra pödig bökövetközzen. Ennök valószínűsége pedig a függetlenség 
miatt a megfelelő valószítűségék Azorzüta: (1-pX1-p).. .(1-p):p- 


- a-py 1 p. 
Ennek a problémának kapcsán jútunk a geometriai eloszkíshoz: 
rainéterü reometriat eloszlásnak nevezzük azt a diszkrét eloszlást, 
melynél a pálciksk. helye a pozitiv égész számok, a k-hoz tartozó pál- 
cika nagysága pedíg 





j k-i . 
A-p) ep (kel2 





46. áora 


Az eloszlást azért hívják gsomötrisi eloszlásnak, mert a pálcikák 
nagysága mértani sorozatot alkot, és a mértani sorozatokat geometriai 
sorozatoknak is szokták nevezni. 
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Tf z-n Ül ? 
; ai A . 
A 2 da-pp ps zt f összefüggés mutátja, hogy a 
geometriai eloszlás. valószinüségeloszlás: 


Összefoglalva. a. mondóttákát: ha egy po valószíüűségi e36- 
ményre független kisérletsorozátot végzünk, és ázt vizsgáljuk, 
hogy hányadik kisérletnél következik be előszörre az esemény, 
akkor. ez a. valószíntségi változó p paraméterű geometrist elosz- 


5. Egyenlétés öloszjás 


Képzeljünk el egy vizszíntes helyzett, kör álaku. pályát. Jetöljünk 
ki rajta égy portot, és indítsunk el a. pályán. egy golyót. A golyó vala- 
hol megáll. Véletlentől függ, hogy hol. Jelölje iz annak a szügnek B 
radiánban vett értékét, amit a kijelölt pont, a kör középpontja és a go- 
lyó megá liási helyzete kijelöl 





47. ábra 


ó nyilván akárhol megállhat, így § értékére teljesül, hogy 


A golyó "egyformán szereti" a kör minden részét, ezért 
3 9 eloszlása egyenletes, a festék egyenletesen van szétkenyé a 

[0.29 ] intervallumon. 

Ez azt jelenti, hogy az eloszlás folytonos, a sürüségftggvény 0- 
val egyenlő a [0.29 ] intervaliumon kívül, és értéke áliandó a 10, 2ÍT ] 
intorvellumon, Ez az érték pedig csakis ár lehet, hiszen a stürtség- 
fipgvény grafikonja alatti összterületnek 1-nek keli lenni: 
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oz eoszhás 
45. ábra 
Ártalánosabban: áz (z, b] intervailumon vett egyenletes. eloszlás- 
nak nevezzük azt a folytonos. eloszlást, melynek sürüségfüggvénye -0-val 


egyentő az Ía,.bj intervallumon kivül, és - -val egyenlő az fabj- 
-ben: i a LT; 


——, ha x €[50]. 


0 , ha x É [22]. 


f(x) 5 





Gt . hb 
az eldszhgs 
da. ábra 
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6. Expönenciális eloszlás 


A rádióaktív részecskék előbb-utóbb elbomianak. Hogy mikor, az 
véletlentől függ: egy radioaktív részecske élettartama valószínűségi vál- 
tozó, KE fogjuk móst észelni, hogy milyen eloszlásu, 

Gondolatban végezzük el a követköző kisérletet: Vegyünk n darab 
radioaktiv részecskét. n 7 szel, n 7 -nal illatva nm jegy -pal jelöljikk azon 


részeéskék számát, melyek tulélik, az x;y o Ülletíve Xxty időtartamot. 
A tapasztalat szörint általában teljesül, hogy 


n n 
EY azt , 
Őn n 

NK 


Tehát ha van n db részecském, és azt nézém, hogy ezek hányad ré- 
sze fog legalább y időt élni, akkor az az árányszám nem függ attól, 
hogy "friss " vagy már x időt leélt részecskéket vettem-e. Vagyis 
a részecskék összességükben, "nem érzik meg az x idő elteltét", 
A radioaktiv részecskék flyen értelemben Vörökiéjü" tulajdonságuak. Az 
"örökifju! jelzőt nem szabad összetéveszteni áz "örökéletü" jelzővel! 
Szó sincs olyasmiről, hogy a radioaktív részecskék a végtelenségig €lné- 
nek. Az. öröktíjü tulajdonság csupán csak annyit akar jelentem, hogy a 
részecskék multja nem szól bele a jövőjtikbe. Amig élüek, mindig olya- 
nok, mintha éppen akkor születtek volna. 
A matóratika nyelvére lefordítjuk az aim törvényszerüsé- 
Xx 

get. Ha a $ valószínűségi változó egy radioaktiv részecske élettartamát 

a I 
jelölt, akkor az -£ relatív gyakoriság a 29 ssemény valószíniüiségé- 
nek felel meg: E 


n ; 
-— as R j zy) . 


AZ -zér hányados pedig a 2 x ty észeménynek a fs: eseményre 
úg 
vonatkozó feltételes valószínűségének. felel meg: 


n . 
krulss MÉzz ey] 927 
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Vagyis matematikai modellünkben a 3 válószintiségi változó eloszlását 
olyannak kell tekinteni, melyre fennáll, hogy 


Pi é zeylf2m - P( É2 xy) igy) b), 


Világos, hogy a £ 2aty ee, maga után vonja a f2x ezeményt, 
igy P( 2xty Í j 2xX)- HK ( erti , Ennek felhasználásával kapjuk, 
hogy fe 
P( É2 xy) MEN 
z PF s 


Ha G(xj-szel jelöljük a f2 ek esémény valószínűségét; 


G(x) - PE 22) íg 0), 
akkor a fentieket igy írhatjuk: 
izlety 
G(x) z Gíy)h 


vagyis 
Gíxty) - G(x) " Gfy) . 


Könnyen ellenőrízhető, hogy a G(x) ze"? (e konstans) alaku függyő- 


nyek. elegét tesznek ezen függvényegyenletnek: 


b: - ax Ü - 
e ety) e ve", 


Bebizonyítható, hogy ha egy függvény elegét tesz a fenti filggyényegyen- 


letnek és monoton, akkor csak e" alaku lehet. Márpedig a G függ- 
vény monóton csökkenő, hiszen XX esetén a 32 esemény ma- 
ga án vonja a tés x, eseményt, és így G(x )- HEZ x ag 

A Pt 52 xs s GÁ d. Ezért Gíx) — e A át a c konstans csak ner 
gativ lehet, mert G monoton esökkenő: c — - A , ahol A pozitív tés 
igy c negatívi, Adódik, hogy 


Gix) s s At (50). 


Innen pedig 5 eloszlásfüggvényére a következőt kapjuk: 


19 


Fíx) s R( § 4 xy 1-B $§ zzg) s 11-ig) s 1-e raz (x. 55 0). 


Mivel § nem vehet fol negativ értékeket Fíxj)5 0, ha x £ 0. 
A F függvény deriváltja a 


Fix) ÉGE 





függvény, semi integrálható. függvény lévén a keresett eloszlás sürtség- 
függvénye. A sürüségfüggvény grafikonja; 





50. ábra 


Ezt az eloszlást A paraméterű exponenciális eloszlásnak nevezztk, 
A A paraméter valószínüűségszámítási jelentését később fogjuk tárgyalni: 


A a várható érték reciproka (lásd a X. fejezet 4. pontját) Áz 


f fix) dx — fa Az dx [-e ART - 1 öüsszefüegés mutatja, 
— eg o 


hogy az exponenciális eloszlás valószínüségeloszílás, 


nüségi változó rendelközik az "f"őröktéjüt! tulajdonsággal, akkor 


h Összefoglalva; ha egy nom negátív értékeket felvevő valószt- 
exponénciálts eloszlásunak tékinthető, 
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VI. TÖBBDIMENZIÓS VALÓSZÍNŰSÉGI VÁLTÓZÓK 


1. Kétdimenziós valószínűségi változó 


1. Célbalövésnél mindön vérsenyző a céltébla közepébe szeretne 
találint. Ez azonban a nagy igyekezet ellenére sem mindig sikerül. 

A kéz remegése, légáramlatok stb. miatt a találat helyes vélétlentől 
függ. Feltételezve, hogy a vérsényzők. ánnyira azért tudüük: célozni, 
hogy legalább a céltáblát: óltalálják, egy lövés helye a céltábla síkján 
egy véletlenszerti pontot jelül ki. 

2.  Véletlentől függ, hogy egy nap alatt mennyi csapedék esik Buda- 
pesten. A lehulló csapadékmennyiség valószintségi változó, jölöljük f- 
vel. A Débrecenben lehulló napi csapadékmennyiség ia valószínűségi vál- 
tozó, jelöljük 17 -val. Egy Konkrét mégfigyelés esetén 5 és § értéke 
egy-egy valós szám, amiből ogy számpár, azaz a §ik egy pontja £il 
össze, Ha például Budapesten 6. mm, Debrecenben 4,7 mim éső esett, 
akkor a sik. (6; 4.7) pontját kapjuk: 





123456 
51. ábra 


Mivel § és §7 értéke véletlentől függ, a sikbeli tf. 1) pont is vélet- 
léntől függ. z 

Ha valamilyen véletlen jélenségyel kapcsolatban a sik egy-egy 
pontja bukkan fel vélettenszerten, akkor sikbeli vagy kétdíménziős Való- 
szinüségi változóról beszélünk, A két- vagy többülmenziős vaáalószíintisá- 
gi változókat vektor válószíntiségi változóknaák is szokás nevezni. 

Kétdimenziós valósziniségi változót ugy értelmezhettnk, hogy egy 
véletlen jelenséggel kapcsolatban közvetlenül (mint a fenti 1. példában 
vagy közvetve (mint a fenti 2. példában) a sik egy pontját jelöljük ki. 
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áz utóbbi asetben koordináta valószínűségi változókról, a rövidség keü- 
véért inkább geggaponengelor ől (komponens magyarul összetevő) és ezek- 

j ió$ valószínűségi változóról beszéltink, Két 
üilmenziős lászinta éti változókat görög kisbetükkel vagy pedig kompos- 
nensei sögítségével jelülünk. Például: 





1. § s a találat hölye a céltábla sikján, 
Ea. (8: f2 ahol g s a napi csapadékmennyiség Budapesten, 
Ce E Debrecenben. 


Egy kétdímenztős valószínűségi változót ugy épitink be Hiatomati- 
kat módélítükbe, hogy megadjuk az előszlását, azaz szétkenünk egység: 
nyi festékmennyiséget £ sikon ugy, hogy a sik tetszőleges B 6 részhat- 
maza esetén a vóletlenszerü síkbeli. pont B-be esésének valószínüsége 
annyi legyen, amennyi festék az eloszlás szerint a B-re van kenve, 





52. ábra 


Ezt az eloszlást kétdimenzlős valószíntiséri változó eloszlásának nevez- 
zük. Ha hangsúlyozni ákarjuk, hogy a kétdimenziós valószínűségi változó 


koörüponénsei § és "7, akkor az eloszlást § és 11 együttes. eloszlásá- 
nak Í3 nevezz j 


" Megjegyzés: Jelöléseinkben § mindig az első, §? pedig a második 
kompónenét jelöli. Amikor pedig ) sik pontjait jelöljük betipárokkal, 
akkór az első koordínátát x, a másodikat pedig § jelölt, Ábráinkon 
a vizszintes koordinátatongely felel meg -nak, illetve x-nek, a ftg- 
göleges tengely pedig fY -nak illetve y-ni 

Most ismerkedjünk meg a síkbeli eloszlások különböző tíipusatval. 


2. Diszkrét eloszlás 


Egy sikbeli eloszlást diszkrétnek neveztünk, ha "egsak csomőókből 
Al aA festék", azaz megadhatók olyan TELET HA (Xs Yo); 7... pontok a 


sikban, hogy ösük. ezékén A pontokon van festék: 







elt 4] 


2 (2Xo, [do] 





Bú, ábra 


Korábbi jelöléseinknek mepfelelően a festékcsomók helyét a sikban ktje- 
löljük, a. festékosomók nagyságát pedig bekarikázott számokkal a kijelölt 
pontok meilé irjuk, Á péleikás szemléltetés most is alkalmazható, de 
inkább csak képzeletben, mert rzijzban mát kevésbé áttekinthető, Az 
alábbi két ábrán. ugyanazt a diszkrét eloszlást adjuk meg: 





54, ábra 


Ha egy síkbeli diszkrót eloszlást nem akarunk szemléltetni, csak adatait 
akarjuk rögzíteni, ákkor ezeket célszerü táblázatba foglal. Például a 
most szemléltetett eloszlás táblázatba foglalva Igy fest: 
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3. Folytonos eloszlás 


Tekintsünk. egy nem negatív értékeket felvevő, kétváltozós integrél- 
ható függvényt, és ábrázoljuk grafikonját, Egy felületet kapunk a sík 
főlatt: 





56. 4bra 


Kenjünk szét festéket a függvény és a sik közötti tartományban egyenle- 
tesen, pontosabban móondvá ugy, hogy a tartomány minden részhalmazára 
aririyi festék jusson, amennyi a részhalmaz térfogata. Ezután "jön az 
úthenger", és felülről összenyomjá a teret ugy, hogy a festék a sikra 
préselődjön (Il. 57. ábra, köv. old.) 

Ily mődon egy eloszlást kapunk a sikóni, A síkra préselt festéket ugy 
képzeljük el, mintha teljesen bele lenne préselve a sikbá. Tehát a. festék 
nem ad vastagságot a ailknak, csupán beszinezi. 

Ha a fürgvényt h-val jelöljük, akkor a slk valamely B részhal- 


mazára préselődő festékmennyiség 11 híx,y) dx dy-nal egyenlő. 


4 





ör festéket rányomtuk a sikra 


57, ábra 


Úgyanis ez az integrál adja meg a B hálmaz feletti és a h 6 grafikon- 
ja alatti térrész térlogatát. 


Tekintsuk a sik tetszőleges íz : yo) pontját. Ha a t(B) területü 
B halmaz " rázsügorodik " az Ax , y) pontra, és h ó6 folytonos az 


(x , YJ poutban, akkor áz egydimenziós esethez hasonlóan 
a" . 
Mt híx,y) dx dy —r hix j 
.B 


Tehát ha a B halmaz picike halmaz az ky pont körül, akkor a 
festékeloszlás  B-beli átlagsűrüsége közelítőleg hix gy 1al egyenlő. 
Ezérta h/ függvényt az eloszlás sürüségfüggyényének nevezztik, 

Az elosztást a sürfiségítegvény grafikonjával jól szemléltethet jük, 
A sürüségfüggvény a Hfestékréteg préselés előtti vastagságát" irja le. 


Az ily módon mégadható éloszlásokat kétdimenziós vagy sikbeli 
folytonos eloszlásoknak nevezzük, 
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Égy főlytonosi eloszlés nyílván akkór valöszínüségéelnözlás, ha a 
sürtségítiggevény alatti tartomány térfogata, tehát a efirüségfüggvénynek 
az egész sikon vett integrálja 1-gyel egyenlő. 

Ha valamilyen kéldimenzióg valószínűségi változó eloszlása folyto- 
nos, akkor az eloszlás elrinégttegvényőt a. kétdímenziós. v 


figgvényének nevezzük, 

Mégiegyzések; 

1. A aíkon nagyon könnyü olyan csömőmontos aloszlást mutatni, 
amit nem lehet valamiiyén kétváltozós függvényből - inlút sürtiségfügg- 
vényből - a most leírt mődon előéllítánt, Ha a. elkon egy egyenesdara- 
bót egyönletesen köntnk be festékkel, akkor sz az eloszlás csomómentes, 
dé nyilvánválóan nem ölyan, amilyen élőoszlásökat ebben a. pontban köríst- 
ruáltunk: 











D8. ábra 


2, Természetesen a különböző eloszlástínusok még keveredhetnek 
ia. Mivel a gyakórlatban a diszkrét és a sürtiségfüggvénnyel rendelkező 
folytonos írövidem folytonos) eloszlások a legfontosabbak, csak ezeket 
fogjuk részletesebben tárgyalni. 


4. Egyenletes élőszlás 


Faladat: Vegyünk egy gyülsszálat és égy nagy Ív papirt. A papirra 
huzzunk párhuzamos egyeneseket ugy, hogy Az egyenesék egymástól való 
távolsága két gyufaszálnyi legyen: 


919) 





59. ábra 


Fogjuk meg a gyufaszálat az. egyik végén, . A. függőlegésen lógó gyufa- 
szállal a kezünkben mozgassuk kezünket a papir fölött ölég magasan a 
párhuzamos egyenesek irányára merőlegesen, Egy véletlen pillanatban 
alliííisuk meg kéztinket, és ejíslük lo a gyufát. A gyufá rácsik a pápirra. 
(Ha leugrana a papírról, akkor ismételjük meg a kisérletet. addíg, amig 
a gyufa a papiron marsd. ) Két lehetőség van. A gyufa vagy metszi vala: 
melyik egyenest, vagy egyiket sem metözi, (Há netán nem tudnánk dön- 
feni e fölött, akkor végezzttnk ujabb dobást!) Ki fogjuk számítani annak 
az eseménynek a valószínűségét, hogy a gyufa metszi valamelyik egye- 
nest, A számítás gondolatának megértése töpb szempontból ia hasznos 
lesz, 


Megoldás: Mint látni fogjuk, a megoldás során a gyufa hosszának 
felével kell majd számolnunk, Fizért vegyük 4 gyufa hosszát 2 egység- 
nek. Legyen 


§ z a gyufa által meghatározott egyenesnek a párhuzamos egye- 
nesékkel bezárt íkisebb) szöge radiánban mérve, 

Tf 5 a gyula középpontjának a hozzá legközelebb eső egyenestől var 
lő távolságra. 





60, ábra 


37 


£ és 4 értéketre nyilván fennáll, hogy 0 § 56 g" , 0£ üg 2. Ké- 
zenfekvő, hogy £ ts és Tf? is egyenletes eloszlásunak vehető a [d. cs 


illetve a [do2]  intervaliumon. A ( §- 1). pont az ábrán 8 -lal jer 
1ÖK téglalanba esik: t 





s ai 
§1. ábra 


Ezért a ( f: an) kétdimenziós valószínűségi változó eloszlásá erre a 
ei -2-M területű tégtalapra köncéntrálódik. Az eloszlás kiöszelése 
céljából tekintés az Xg ; £ kos 94 És ha y. eseményeket, ahol 
ü §k A 39€ "gy: üg y, 2 Ya s 2. szek az események függetleneknek 


tekinthetők, hiszen akárhol ís esik le a gyufa, a függőleges ejtés miatt 
akármerre dőlhet; az yi 1 Ya esemény bekövetkezéséből semmivel 


se válunk okosabbá az Xx§ s 4 x, eseménnyel kapcsolatban. A füg- 
getlenség miatt POC f S Ép 94 EI PIG § E 5 


ELTE Y97 YI 0 (RT KR)". Y) 
MN 92 a Sz "a Ta 7 72 "ii 
2 





Az x 1 € £ Xa ÉB AZ YI És ns Ya események együttes bekövetke- 


zése éppen azt jelenti, hogy a ( jú 17 j pont az ábrán €G-val jelölt tégla- 
lapba ésik: ; 


2, ábra 
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Tehát minden S -bolt 9 téglalapra, melynek öldalni a koordináta- 
tengelyekkel párhuzamosak, 


ahol t-vél a halmazok tértletét jelöltük, A FP(( § s 1) € ds ta.) 
tulajdonság. a téglalapokról átöröklődik tetszőleges €.-boőli B  khalmaz- 
ra. Ezt a tényt csak olyan B halmazokra igazoljuk, melyeket "mozalk- 
szerten ki léhet rakni" köördínátatongelyekkel párhuzamos üldalu a 
téglalapokból; 





63, ábra 


Mivela B halmaz "mozaikszerűen Áll elő" a 0, tégalapokból, a va- 
lószintiség és 4 terület összegzést tulajdonságából adódik, hogy 


tg) 
efever)e 7 rtfepen)- Zengg 


Tehát tetszőleges d.-bek B halmaz eseténa (€,?i pont B-be 
esőséniék valószínűsége arányos a halmaz területével, vagyis a 0 
halmazón a törtlettel arányösán kell szétkenni a festéket, 

Most vízsgáljuk meg, mi annak a feltétele, hogy a gyufa valame- 
ivik párhuzamos egyenöst meosse. Az álábbi ábrákból kiolvasható, hogy 
a gyufa pontosan akkor metszi valamelyik egyenest, ha 7 da an f 
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ő ögeifei ném 





lel eis a hozza 
kkozalebb esÓ 
84, ábra 
Az ne sin ő egyenlőtlenség a 8 téglalapnak egy B,  résztiálma- 
j j i ír 
FA 
zát jelöli ki, melynek területe B, b j sin x dx ll, 
ö 





65. ábra. 


Tehát a gyufa pontosan akkor metszi valamelyik egyenest, ha a ( j 
pont Bo-ba esík., Fnnék valószínűsége pedig területek hányados at Ír - 


ható leb: 


TK 





PU f 4) EB nt . 


Azt kaptuk, hogy 


P(ra gyula metszi valamelyik egyenést, — ú 4 il! 


E feladat kapcsán vozetjik be a sikbeli egyenletes eloszlás fogal- 
mát, 
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Ha egy 4 halmaz a siknak véges területű részhalmaza, akkor 
sz A halinszon vett érvenletes eloszlásnak nevezzük azt a valőszínü- 
ségeloszlást, mely az A halmazon a területtel arányosan keni szét az 


egységnyi fegtékmennyiséget, (Az arányossági tényöző nyilván rű) .) 


Áz egyenletes élőszlás nyilván folytonos eloszlás, melynek :sürü- 
sépfügévénye 





I TÁJ ; ha igyye A, 


híx,y) zs . . 
Ő egyébként . 





ó6. ábra 





1. Gyakrán előfordul, hogy valamilyen esemény valószínűségének 
meghatározása - gyuladobhálós problémánkboz hasonlóan - alkaimasan vá- 
lasztott valószínűségi változók bevezetésével, azok. együttes eloszlásának 
kieszelésével, majd az eseménynek megfelelő halmazra kent féstékmeny- 
nyiség meghatározásával lehetséges. 

2, Á 4 szám reciprukát tetszőleges pontossággal meg lenet hatá- 
rözni., Gyufadobálós feladatunk alapján ugy iz közölíithetjtik; áz hr érté- 


ket, hogy foldobünk sok (mondjuk 1000 darab) gyulát, és megszámoljuk, 
hogy a gyufák. hányad része metez valamilyen egyeüest. Ezzei a relativ 


gyakorisággal közelithetítik az Ti valószinű séget. Ánnak eldüntésével, 


hogy adott pontosságu közelítés eléréséhez hány gyufát kell feldobni, ké- 
söbb, a nagy azámok gyenge törvényeinél még foglalkozunk. Előfordul,  . 
hogy valamilyen bönyoluit kifejezés értékét a következőképpen határozzák 
meg. A "számítógépben generált" valószínűségi változókkal kapcsolatban 
kieszölnek egy olyan eseményt, melynek: valószínűsége a megadott kifeja- 
zés értéke, és utána a számítógénpel végeztetik el a Sök kisérletet 
(mintha a. számítögép "1000-szer feldobná a gyufát") és a relativ gyako- 
ríság kiszámolását. 

3. - Vegyük észre, hogy és n együttes eloszlása azért egyenle- 
tes eloszlás a d, téglalapon, mert 


A). A egyenletes eloszlásu a [D. 5 £7 intervallumon, 


b). a égyenletés előszlásu a  f0, a intervallamon, 
c) É£ "nek és §f -pak. "egymásítoz ülncson semmi köze sem", 

ég A függetlenek egymástól. (A valószínűségi változók függetlenső- 
gének, detintelőját később pontosabban és áltálánosabban még fogjuk üdni) 






Ezért világos, hogy ha 
a) £ egyenleteg ejloszlásu az szd intervallumon, 


b) 9 egyenletes eloszlásu a ic, di  intervállumon, 

0) E e f], függetlenek, 

akk: , 1) egyenletes eloszlásu az intervallumoknák megfelelő 
a végi lapon: 





a fa. 
67. ábra. 


4, Ha egy véletlen jelenséggel kapcsolatos probléma megoldható 
tegy- vagy kétdiménziós)i egyenletes eloszlású valószínűségi változók bé- 
vezetésével, akkor geometriai üröblémáról szokás beszélni. A szőhasz- 
nálatot azzal magyarázhatiuk, hogy ogyenletes eloszlás esetén a valószi- 
nüséget (egydimenziós esetben) hosszuságok, (kétdiménzióa esetben) tapt- 
letek hányadosaként kapjuk. meg. A hosszuság- és terülelszámítást pedig 
a geomotria kéretein belül szokták tanitani. A fentl példában megmutat- 
tuk, hogy miért vehetjük 8 és 1] együttes eloszlását egyenletesnek a 
téglalapon. Gyákori hiba szókott lenni, hogy Hosszuságok vagy terülétek. 
hányadosaként. számolnak valószínűségékét olyünkor is, ámikor semmi 
sem indokólja az egyenletes eloszlás használatát. (Áz itt használt igga 
metrisi probléma" kifejezés nem téveszténdő össze a "geometriai elosz- 
lás" fogalmával!) 


az 


5. Többdimenziós valószínűségi változó. 


Ha. égy véletlen jelenséggel kapcsolatban r darab valószínttségt 
változót téklüttiük, akkor ezek együttesen. az r-dímenziős tér valámely 
véletlenszerű pontját, azaz égy rrdimeüziós vi 
roznak meg; Például, ha s nápi csapadékmennyiséget 19 városban mér- 
jük meg, akkor égy 19 dímenziós valószínűségi változót kapunk, 

Mindaz amit korábban és később az r 5 2 esetre elmondunk, ér- 
telemázerűeén r D.2-re Ís átfögáltúazható. Mivel a. válószínílségazámítás. 
legfontosabb fogalmái, tételei már.áz r- 2 esetben előbukkannak, a 
könnyebb érthetőség és szemléltethelőség kedvéért ezzei az esettel for- 
lalkoztúük részletesebben. A magasabb dimenzlős. elosziások illusztrf- 
lására a következő pontban bemutatjuk a. polinimiális eloszlást, 





6. Polinomiális eloszlás 


Célbalövünk olyan közelvől, hogy a céltáblát. biztósan eltaláljuk. 
A. éöltáblát előzőleg három részre osztjuk ugy, hogy p; légyen a való- 
szinüségé ánnak, hogy az i-ik részbé esik a találat (f - 1,2,3) . n 
daráb lövést adunk le. Feltételezzük, hogy az egyes lövések egymástól 
függetlennek tekinthetők. Áz, hogy bányszor találunk az t-ik részbe, vé- 
letlentő! függ, vagyis valószínűségi változó, amelyet ői 1 vel jelölünk 
ti 5 1,2,3). Kézenfekvő, hogy É; fegydimenziós) eldőzlása n-edrendü, 
pi Páranméterü binomiális eloszlás. TFekintsúk-a €? 17 27 3 való- 
színüségi változókból összetevődő $ valószintiségi változót, FE eloszlása 
nyilván diszkrét, hiszen értékeként csak olyan (kp. Ek) " számhár- 


mas adódhat, melyre teljesül, hogy k.k :k nem negativ egész és 
ko tk tk - n, Az alábbi ábrán bejelöljük ezeket a pontokat: 





ép 68. ábra 
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Kieszeljük, hogy mi a. valószínűsége annak, hogy € értékeként egy ilyen 
ék rkork) számhármas ádódik. Vagyis mi. annak A valószínűsége, hogy 
k,-szer találuni az első, keször találunk a második, krszor a Har- 
madik részbos Nyilvánvaló, hogy ha. előtrjuk, hogy melyik k, dárab 
lövésnél találjunk az első, mélyik k, darab lövésnél a második és mie- 
Iyik k, darab lövésnél a harmadik részbe, akkor ennek a valószíntiaé- 
ge bi : Ba" by -mali egyenlő, Kömbinátortkai lsméretétnkből (ismét 
léses perimutációk) nyilványaló, hogy 7777 -féleképpen ír- 


—— IL 
kis k. 1 "ke! 
hatjuk ezt elő, s igy annak a valöszíntisége, hogy az n darab lövés 
során pontosan kj-szer találunk az. ölső, k"AZÖT találink a második 
és k,-szor. a harmadik részbe, egyeniő a következővel: 





k k k 
PENN s: — — ha BL ki ! v. 3 
P(a se. je 1 ö8 13) kit ko! ket Pa o" B2 o tPg s 


Wagyis 6 eloszlása olyan, hogy a (E .KosEg) poníra kerülő festékoso- 


n! Kg 


mó nagysága TK TKT Pi Pat Pa s 


Há nem három, hanam r részre osztjuk a céltáblát, és az í-ik 
rész találatának valószinűsége pi fi 5 1,2,...,T), akkor egy r-di- 


menziós § valószinüségi változót kapunk. ÉEnnék 1-ik komponöüsá Az ü 
É a valószínűségi változó, mely azt mutatja, hopgy hányazor tüláltunk 
áz - -ik részbe. A fentiekhez hasonló gondolaímeneitel kiadódik;, hogy 
§ oloszlása az r-dimenzlós téren olyan, hogy egy (ks Egs ss K a) 
ám r-esre kerülő festékcsomó nagysága j 


k k 
I ni h? nr 
ki! ko! ... k Pi bg szt Bs 


ha Kp Kgssseg k nem-negattv SZÉSZ; Ég k, ap E, tsa k z n. Ep- 
nek a vaálószínűüségeloszlásnak a nove: n-edrendü, r-dimenzíiős 
(pp.Pare nb) paraméterü pollnomiális eloszlás, 





latban az A A — események teljes eseményrendszert alkotnak, 


! Érezhető az általánosítás: ha egy véletlen jelenséggel kapcso- 
I 1" mig "e 
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b. 7 P(A,) fi— 1,...,n), és a véletlen jelenségre. n darab füg- 
getlen kisérletet végzünk, akkor a 


§ a " ahányszor az A, esemény bekövetkezik (-1,...;r) 


valószínűségi változók együttes eloszlása n-edrendti r-dímonziós 
Bos .-sap.) paraméterű polinomiális eloszlás. 


Például 25-ödrendü, 6-dimenzlős (á 8? e. b. 


terü poliniímjális eloszlású valószínűségt változót küpüük, 
kát 25-ször feldobjuk, és 


L 1) am 
6" § pazamé 
ha a dobókoce- 


§1 - ahányszor 1-es a dobás eredménye, 


$ a - :L 9-gg 1 , 


II 
tönk 
va 


6-os li a 


fe 


és tekintjuk a et 12 kes §; kömponensekből összetevődő. 6-áimen- 


ztős valószíníségi változót, 
A polinomiális eloszlás onnán kápta a nevét, hogy tagjait  meogkap- 
hatjuk, ha a By ht Bg test p. több-tagu kifejezés (iatinui polinom) 


n-ik hatványát tagokra bontjuk: 


k k, Ke 
baba feet By MA ETEL T rk Bj " PaterR, 
okl 


ném negatív BEÉSZz, 


kk 4. .agT Tt o. 
E ke k -n 


Ebből az azonósságból az is látszik, hogy a polinomiális. eloszlás való- 
szinüségeloszlás, ugyanis (pjt Ba tevet p.) 4 m 
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- It. VALÓSZÍNŰSÉGI VÁLTOZÓK FÜGGVÉNYE 


1. Eloszlástranszformáció égydítnenzióban 


Legyen j valószinüségi változó, f£.pedig. legyén válamiiyen adott 
függvény; Ha /E megfigyelt értékét. f -be helyottesítjűk, tehát az XI) 
számot vesszük; akkór ujabb, ügyencsak. véletlentől függő számot k 
(Például 1. vehetjük € négyzetét, 2. F értékét a tangens függvénybe 
helyettesítbetjtű, ) Jelöljük ezt a valós Üségi változót ? -vak n- 

z £( d (Példáínkban 1. tr £?, 2. s tg É.y Ilyenkor az m való- 
BZ i változót § figgvényének nevezzük, Kérdés, hogyan lehet $ 
eloszlásából és az függvényből "7, eloszlását meghatározni. A kérdésri 
egyszerűen és szemléletesen felelhetünk, ha meglsmérkedünk az elosz- 
lástvanszformáció fogalmával, 

Ha £ a válós szánok halmazán. értelmezett valós értékeket félveyő 
függvény, akkor f minden valóg számhoz hozzárendel egy másik. válós 
számot. táz x-hez rendelt számot jelöljük Ééxrszel.) Ezt többek kö- 
zött Így özömléltethetjük: vessztk a számegyeties két példányát, és x" 
ból £íxyk-be huzunk egy nyilat: 









-4 -3 -2 ft Ö 1 24 § 


69. ábra 


Gondolatban ezt mindon olyan x valós szánra megcstnáljuk, melyre 
áz.f függvény értelmezett, s megkapjuk az £ függvényt szemiéltető "nyil- 


erdőt": 
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-g ef "I ő f 2 





Érdemes alaposabban meglsmerkédni a függvények nyilerdős szemlélte- 
tésével. Ezért vessztk a következőket, 
1, Az f(x)zoxi2 Függvény mindan pontot 2-vel jobbra. tok 





—-4 -ű -2 -1 § ff f 3 § 





2, AZ fAx) - €-x függvény (c konstans) minden pontnak az ori- 
gétől vaió távolságát [el[-szeresére növeli. Ha c negatív, akkor emel- 
lett még át iz tükrözi a pontokat az origón: 


0-2 : 
-? tt 0 1 2 





3. Az Cíxye[x]r1 függvény a balról zárt jobbról nyit 
ir, k) intervallumot a ko pontba képzi 
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73. ábra 


4. Ha az £ függvény szigoruan monoton növekedő, akkor "nyilai" 
nem keresztezik égyimást: x, € X, esetén €éx) VALA 





téxg tog 
74. ábra 


5. Ha az ( függvény szigoruán monoton ésökken, akkor bármely 
két "nyila" keresztezi egymást: x 4 Xo : öetén (ix) ci h: 





TAN 77 — 
15. 4bra 


6. Ha az £ függvény folytónos, akkor Bolzano tétele szerint tet- 
szőlegos dia) és £(b)h) közé eső y értékhez van olyan x pont a 
ég b között, hogy £ ix) - y. Ha f szigoruan monoton, "akkor csak 
egyetlen ilyen pont lehet. Ezt az y-től függő pontot £ 1(y)-nal jelöl- 


jilr. Az e függvényt. névezzük az £ függvény Ínverzének. Az inverz- 
függvény. nyilerdejét megkapjuk, ha az eredeti függvény nyilait megfor- 
ditjuk: 
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16. Aábhra 


Az Crüzgvőny hatását ugy 1s elképzelhetjük, hogy a függyény a 
nyilak mentén a felső számégyenöst áttranszformálja - mágyárul: átvi- 
szi, dígyurja - az aisőbá. Ha a számegyenést válamt könnyen deformái- 
ható anyagból képzeljük el, akkor ezen transzformáció közben egyes he- 
íveken nyilik, máshol zsügorodik, söt el is szakadhat és össze íz tapad- 
hat a számegyenös; 





77. ábra 


Most képzeljüik el, hogy a felső számegyenes festékkel ván beken- 
ve. A "győmöszölés", azaz a Higgvény a számegyenessel együtt a fosté- 
ket is magával viszi, aminek eredményeként az alsó számegyenes Íz fes- 
tékkel kenődik be. Mindezt azzal a szóhasználattal. fejezzük ki, hogy az £ 
függvény a felső számegyenesen vett eloszlást áttranszformálja az alsó 
Sszámegyenesre; 


Mindennek valószíntségszáimítási jelentése a következöt ha 
"7 ÁC(€) akkor € eloszlásából úgy képjuük meg 17, eloszlását, 
hogy a £/ előszlását az ffüggvénnyel áttranszfórmáljuk, 


Ugyanis vegyük a számegyenesnek tetszőleges "B részhalmazát, 
Jelöljük A-val azon x. pontok halmúzát, melyekre f(x) e B; 
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78, ábra 


Az A halmazon eloszlása szerint annyi festék van, amennyi 

a i sz A ezömény valószínűsége. Másrészt A definiciója miatt 
de a akkor és csak akkor, ha 1 € B. Tehát azt ís mondhatjuk, 

h. az A halmazon annyi festék van, amennyi az ú/ E€. B esemény 
valószíníaége. Az eloszlástranszformáció értelmezése miatt a B 0 hal- 
mázon ánnyi festék van, amennyi az A halmazon volt, Tehát a B 
halmazon. lévő festékmennyiség megegyezik az H € B esemény való- 
szinűségével. Mivel ez akármilyen halmazrá. így van, a tránszformált 
eloszlás tényleg az tf eloszlása. 

Nézzünk néhány példát eloszlástranszformációra: 

1, Az Ukx) 7 xr2 függvény az előszlást 2-vel jobbra tolja: 


-g eg -2 -i 0 





ah 3 -2 -i DO ff 2? 9 4 
79. ábra 


Ennek valószínüségszámíttási jelentése; § öloszlásából ugy kapjuk mög 
je eloszlását, hogy az eloszlást o 2-vel jobbra toljuk. 
2, Az Xíx) z c-x függvény (c konstans) az eloszlást az crigőből 
nézve Tc]-szeresére nyujtja, c Zo esetén a nyujtással egyidőbén. egy 
tükrözés is történik az orlgóra: 
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80. ábra 


3, Nézzük, mibe transzformálja az f(x) s függvény az alábbi 
diszkrét eloszlást; 


1. ábra 
Az £ függvényt szemléltető nyilerdő számunkra érdekes része igy fest; 


mm it it 293 4 § 8 7 8 9 











52. ábra 


Ebből a trarszformált eloszlást ugy kapjuk meg, hogy a festékcsomókat 

a nyilak mentén az alsó számegyeüesre visszük. (Például az alsó szám- 
egyenes 1 pontjára két helyről jön a fostők: a -1 pontiből Ő,1 az 1 pont - 
ból pedig 0,3 egységnyi. Ezért az alsó számegyénes 1 pontján a tranaz- 
formált aloszlás szerint 04 egységnyi lesték leszk 





öJ, áora 


Enhek válószítítiségszámítást jelentése: ha € eloszlása a megadott el- 

öszlás, akkor EZ eloszlása a kiszámított transzformált eloszlás. 
4. AZ f(x) s [xs 1 Higgvény fölytönros elöszlásból diszkrét 

eloszlást csinál, Például a A paraméterű exponenciális eloszlást 


pe 1-g A paramétert geometriai eloszlásba viszi. Ugyanis az alsó 
számegyenes k pontjára annyi festék kerül, amonnyi festék a felső 
számegyenes [§-i,k] intervallumán volt. Ezen pedíg 


K 
. . ;e LÁT . —- Tran. 
j AG ÓT gy z[- AT] mo. Ak A(k-1) 


. hr 
k-1 köl 


Hé S I ő 
z (e). a-e Ms apót, p 


festék völt: 





Mindénnek valószinüségszámítási jelentése: Ha 5 A paramétert. exponen- 
ciális eloszlásu, és k-1 £ §.-Ck ésetén 1 —-k, akkor r 1-erA 
paraméterü geometriai elosziásu. Tehát ha azt vizsgáljuk, hogy egy 
örökifja tulajdonságu radioaktív atom hányadik évben bomlik el, ükkor 
ez a valószínűségi változó geometriai eloszlásu. 

Ha folytonos eloszlás folytonos eloszlásba transzformálódik, akkor 
érdekelhet bennünket a sürtüségfüggvények közti kapcsolat. 
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Tétel: Ha áz £ Meg kezi £  -g 
goruan monoton ú ég álítemenetáltató, akkot áz f -elrüségtüggyényi foly- 
aló k g stürüségfüegvénye 





asz alébbi kapcsolabán É-i! a T-ket ég za 118 


gy) s (egy 4 e agy) : 


Vázlatog bizonyítás: Két levezetést is mutatunk. 
1. Az előszlástranszlörmáció értelmezése alapján az y pont kö- 
rült [eval intervallumon. annyi festék van, mint ámennyi az 


£ o) t ta) pontok által meghatározott intervallumon van: 





Cfea  Cíg € fa) tig Ely Ef 





ey d Öö og d 
(4 monoton növekeob] ( ( monoton csökkenő) 


85, ábra 


Tegytk fel, ső 2 fe, a] intervallum nagyon kilcsi. Az 4 gy pont 


körü [ea ij intervallum is picike, ha az [cd] interval- 
lum picike, ezért a süriüségfüggvény jelentése alapján ezen az intervai- 
lumon ünnyi festék ván, amennyi az intorvalluúm hosszátiak és az f 
sürüségfüggvénynek az ti tyl helyen vett értékének szorzata: 





£ (e w) ] Ea) - Ce , 
(itt azért van szükség az abszolutérték jelre, mert ha az.€ függvény 


csökkenő, akkor A iget (o). A transzformák eloszlás. g sürü- 
ségfüggvénye áz y pontban körülbelül annyi, amenüyi a (ed) intér- 
vallumon lévő féstékmenüyiség osztva (d-ej-vel. Tehát 


gW) sal wy. ledra eEZal elt gy 1 így] : 
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Megtegyzés: Vegytik észre, hogy Éz Í L tg) tényező onnan 
született, hogy az egymásnak megfelelő picik ? AIntórvallumok hosszának. 
hányadósá körülbelül önnyt.. 

2. Megbatározzuk először At, elosztástüggyényét, amit vel jer 
löltink. Adott y esetén G éríéke az y helyen annyi, amennyi az 
negy ssemény valószinűsége. Szígorúin monoton növekedő f függvény 
esetén üz £t 6) F igy esemény ujnyanaz, imint A. - 9 (get) 
szomény, sz brum monoton csökkenő £ esetén pedig " Pl 


his e ego ív) esemény. Ezért G igy fejezhető ki a § elosz- 
télrüggvényével, amit F-fel jelölünk: 





PE tÍyje Ty), ha f szig. non. 
NÖV ; ; 


Pi po we 1-F(C "wy)), ha £ szig. 


mon. csökk, 


Gy) - Prey) - 


Hinén deriválással kidődik az állított összefüggés: 


rí) (m-rel 


EY) —- Gy) s . ha szig. mon. növ. , 


UF" (Cwy : (Ep) - 1(C : Ket! ; 


na fszíg. mon. csökk. ii 


Megjegyzés: A 2. bizonyításban rejlő gondolatot fogjuk alkalmazni 
a következő pontban (Eloszlástranszformáció sikról egyenesre), az 1. 
bizaiiyítás gondolatát pedig az ezt követő pontban (Eloszlásírátszífórmá- 
ció sikról alkra). s 
Egy példát mutatunk a képlet alkalmazására, A valószinüségi vál 
tozó fogalmának bekövetésekor szerepek áz a valószínűségi változó, 
hogy egy körpályán elindítunk egy golyót, és amikor megáll, összeköt- 
jük a kör középpontjával, majd ennek az összekötő egyenesnek egy előre 
kiszemelt érintővel való inetszéspontját tekíntjük, Ezt a metszéspontot 
moegt ís 7 -val jelöljük. Ha az. érintési pótt, a kör középpóntja és a 
golyó megállási pontja által meghatározott szüg radiánban vett értékét 
-vel jelöljük, és a kör sugarát választjuk egységnek, akkor £ és fö 
zött a következő kapcsolatot találjuk: 1 -tg €. (36. ábra) 
Feltételezhetjük, hogy a golyó "egylórmán szereti a körpálya minden 
pontját", azaz F egyenletes eloszlásu á [0.2 47 intervailumón, Ha 
a L9, 29) intergallumot a kör kerületére tekerve képzeljük el, akkor 
azt mondhatjuk, hogy az egységnyi festékmennyiség egyenletesen van 
elkenve a kör kerületén. (87. ábra) 
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Bő. ábra 87. Ábra 


Az érintőégyenes minden pontjára két. helyről jön a festék: a bal és ú 
jobb félkörrőlr 






bat félkör . jobb félkör 


98, ábra 


Méghozzá ugyajannyi jön a jobb Félkörről, mint a bal félkörről, Igy 
nem kell egyebet tanni, mint megnézni, hogy mennyi jön a bal félkör- 
ről, s utána a kapott sürüségfügyyényt 2-vel beszorozni. A bal félkör a 


g sg 
Ha : a i intervallumnak felel meg. Ebben az intervallumban a tangens 


monoton nő, Igy a tánult képlet alkalmazható ÉG) sz ri , ÉG) —igx, 
-1. l j AT I 
E) z arcig y szereposztással. Tehát n (5 ra intervallumrol 
tránszformált eloszlás sürűüségfüggvénye: 
1 
iíi t y" 





t(arttg y)  (arotg yy] - gr 


Ezt 2-vel szorozva f?, sürüségfüggvényére az alábbi g függvény adő- 
dik: 





14 y 
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. 89. Ábra 


Ennek az eloszlásnak a neve; Cauchy-oloszlás fejtsd: köst), 
Cauchy-eloszlásu valószinűségi változót. kanunk, ha egy hosszú, 
egyenes fal előtt állő rendőrautó. egyenletes szűgsebességgel foriró, 
két ellöntétes frányban egyszeére világító "kék fényt-ének a falra 
vetett vetületét a forgástól függétlen időpontban tekintjük; 





90. ábra 


6. Bizonyítás nélkül mutátunk példát a számegyenesen 
olyan folytonos elioszlásra, mély ném rendelkezik sürüségffiggvény- 
nyel. (ákít az Hyesmi nem. érdekel, el se: olvassa!) Értelmézzük 
az f függvényt a következőképpen: 

Tekintsünk égy tetszőleges x számot 0 és i között, és 
vegyük végtelen kettedestört alakját. Igy nullákhól és egyesekhől 
álló végtelen sorozatot kapunk. Ha úügyanezt a sorozatot végtelen 
harmadostürtaek fogjuk fel, akkor ismét Ú és í közé éső számot 
kapunk. £(x) legyen ez a szám. Tehát. az ( függvény értélmezési 
tartománya a (01) íntervaliun; értékkészlete pedig az a Haj 
halmaz, melynek elémei azók a űü és 1 közé eső valós számok, 
melynek végtelen harrmnadöostörtje csak nullákból és egyesekből áll 
(azaz nem tartalmaz ketteseketl). . 


A. (0,1) intervallumon vett egyenletes eloszlást ez az f 
függvény egy olyan eloszlásba viszi, mely a H 0 halmazra 
vlad 


koncentrálódik. Ezt az elószlást joggal nevézhetjtik a EH 1 tialrra - 
etetés előszlásnak. Kézenfekvő, hogy ez az eloszlás 





j zen vett eg 
csom ómentes. Ha ugyanis csomós lenne, akkor az E figé ény in- 





verze ezeket a ésömökat vissza túdúá vinni a (0,1) iiitervallumra, 
ami lehetetlenség, mért a (0.1) intervallumon vett egyenletes el- 


osziás csomómentes, Másrészt belátható, hogy a Hja halmaz 


összhiösszusága nullával egyenlő, és igazolható, hogy nulla össz- 
hosszuságn halmazra koncentrált eloszlás nemi rendelkezhet slírij- 
L sépfigrvérnnyél .. 


2. Eloszlástranszformáció síkról egyénesre 


Legyen most L kétváltozós függvény. f tehát számpárokhoz rendel 
számokat, Példáil 


1. £ ÍRY) xx ty, 
2. Léxy)z x-y, 


3. figy zf 


Ha Mn ff valószínűségi változók, akkor megtehetjük, hogy a véletlen- 
től függő (€, 1) számpárt £-be helyettesítjük, és ezzel egy uj való- 
szinüségi változót értelmeztink: t : f(£,n) ÍHyenkor -t a ÉS 
4) valószínűségi változók függvényének névezztük, Példáinkbhan 


all Hl tell E 
2, tt. f 2. 
3. 1-g- 


Jó lenne meghatározni $ eloszlását t Ég vő együttes éloszlásából, En- 
nek érdekében tésszlük a következőket, 

áz £ függvényt most is szemléltethetjük nyilakkal. A sik ix,y) 
pontjából a számegyenes £íxy) pontjára huzunk egy nyilat, Ha például 
€(x,y) o xty, akkor á sik (3,2) pontját a számegyenes 5 pontjával köti 
össze egy nyil: 
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91. ábra 


Ezt elvileg minden (x,y) pontra megtehetjük. A rajzon azonban eléggé 
nagy "dzsungel" keletkezhet, mert a sök fától ínyiltól) nem lehet jól 
látni az erdőt (a függvény hatását)... A dzéüögélbén, röndet teromthettnk 
az alábbi módon. 

A számegyenesen kiszomelünk egy 2 pontot. Utána az Éixy FZ 
egyenlet elemzésével megkeressük a sik azon (x,y) pontjait, melyék 

az f függvénynél a kiszemelt z pontba képződnek. üzök a pontok 4ál- 

talában a sik egy vagy több részből összetevődő görbőjét alkotják, Péli- 
dálukban ádott z esetén 

i. áz xty "2 éegyen- 2, Az Xy 5 z egyenlet egy 
let a (zs0j, 10rz) tongely- hiperbola két ágát adja: 
metszetü egyenest adja: 





92. ábra 93... Ábra 


9. az $22 agyenlot pedig az origón átmenő 2 meredekségt 
egyenes egyenleter 
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. Képzélethen minden :z-hez megkeressük a neki ! megtelélő örbőt 
vagy göürbéket, és megkapjuk a ké 
sereget, Példálinkban:z 

l. párhuzamos egyenes-aG- 2. hiperbola-sereget kapunk; 
reget kapunk: 








95. ábra 06. ábra 


a. oríigőn átmenő egyenos-sereget kapunk: 





97. ábra 


Megjegyezzük, hogy a kétváltozós függvények eme szemléltetését 
szintvonaiakkal való szemléltetésnek ís szokták névezni, mert a dombor- 
zati térképeken a tengerszint feletti magasságot - mint a földrajzi aszé- 
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lesség és hosszuság függvényét, tehát kétváltozós függyényt - Szititvő- 
nalakkai ábrázolják, Ha a szemléltetendő kétváltozós függyényünk gyafi- 
konját a szokásos módon elkészítenénk, és a kapott felliietről -szintvona- 

las térképet készítenénk, akkor éppen a fentiekben bevezetett görbese- 
reghez jutnánk. 

ÁZ C- függvény hátását ügy képzelhetjük el, hogy a alkot az ögye- 
nesbe transzforméálja oly módón, bogyá 2 zftxy) egyenletü görbe 
pontjai mind a számegyenes. z pontjába képződnek. 

Ha Hz sikon eloszlás "vok. mogaűvás akkor ennől B iranszformáció- 





Az egydimenzlős eset mijtájára könnyü meggyőződni róla, 
hogy a f z fi d , 7) valószínűségi változó eloszlását ugy kapjuk 
mög 37 17, együttes eloszlásábóől, hogy az együttes eloszlást az 
X füg rvénnyel a számögyeneesre trangzformáljuk. 


Például 21 82 29 


L. Legyen € és §. egyítttes 
eloszlása az alábbi ülszkrét elosz- 
lás: 





ú8. ábra 


nő li ; valószínűségi változó eloszlását a megadott sik- 
beli elssztálből ,y)- xty függvénnyel való transzformációval 


2] e 9 
d 





99. ábra 


d. A § dl "Tf valószínűségi változó eloszlását az bíryysiey 
függvénnyel való franszformáció adja: 





100, ábra 


3, A f - 2 valószínűségi változó eloszlását az fixgy) 
függvény által 1 ésített transzformáció adja: 






7 2 3 mal 


Ge 


PG 
GON 
1Úú1, ábra 


II. Há pöbs a, egytüttés sürüségíftggvénye h, akkor a f-£ MÉ. ; 17) 
valószínílségi Változó R 0 eloszlásítggvényét a h függvényből, mii 
mindjárt látni fogjúk, integrálással határözhatjuk még, Ha nedig megvan 
a R eloszlásfüggvény, ákkor ebbői deriválással a ro sürisérfüggvény 
is kiszámolható. Mindezek kivitelezése céljából jelöljtik A-val ázon 


(x,y) pontok halmazát, melyekre Cixy) Z 7. Példáinkban az A hal- 
mazokat könnyen szemléltethetjtk: 
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1. kegyysxáy 2. fiayhzxry esetén 





ee étetz jei . 

2928 köettát Kettes 

Tr sg a]: da d 
kj bé CK LGZZTOK JG KÉR 


4 
vár 
ejő 
ú- 


tet 





A f -((E,1)cz esemény ugyanazt jelenti, mint a 
(tf (7) A a Téhát f elosziágfüggyénye a z 6 helyen: 


Rízj z Bf Sz) - M(gDEA) 7 Íf híx,y) dx dy . 


A 
z 


példáinkban vegyük t és f együttes eloszlását 
egyenletes eloszlásnak az alábbi 0 négyzeten: 
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Ténát 
1 Lá ha íz, y) € ég, 


hűr,y) ms . 
0, ha (x,y) $ a. 
Ekkor  Ú hixy) dr.dy égyenlő az A, halmaz ésa € négyzet 
közös részének a területével. Ezért 
1. fe 7 1], eloszlástüggvénye 


0 
1.2 f 
Íg 8 a ha ÜdZdz-A 1, 








1 a glörzy, ha ICz€2, 

1 1, ha 2gz. 

Ebből a slriségtüggvény 

0, ha z d0 vagy 2£z 
rízi 


; Ég. ha 0 d rid aZ 1, 


[9cz, ha 1£z€2. 





2. f sz § : ff eloszlásfüggvénye 
ü, ha z 20, 
1 
Hiz) z : za [dd 52 z.inz ha OZ24Z1, 
z 
1, ha 1§z. 





Ebből a slrüségfüggvény 
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(fo, ha 240 vágy 1£z£, 





ríz) 
-mz, ha ÜüZz-zli. 


Fi 





3. f "TT eloszlásfüggvénye 
Fö, ha z £ 0, 


R(z) — (52 ha ödz di, 


foSszát) (í(1EZ 


Ebből a sürüségfüggvény 110. ábra. 





A kapott eredmények tartalmát a követke- 
ző konkrét: példa kapcsán érzékeltethetjük. Én 
ís, te 18 egymástól függetlenül, egyenietes el- 
oszlás szerint választunk egy-egy valós számot 
ü és 1 között. Legyen az én számom 5 , Aa 
ttég TT) . Tekinésitr azt a véletlentől függő tég- 
lalapot; melynek egyik csucsa az origó, át- 
ellenes csucsa pedig a ( H, fi pont, oldalai . 
téhát etve 7 hosszáságuak: 112. ábra 
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A téglalap félkerülete jj tf, területe kő 1" Az -§ tört pedig a 


téglalap "karcsuságát" jellemzi. (Ha a tört értéke kioái, akkor a tégla- 
lap széles és lapos, ha a tört értéke nagy, akkor keskeny és imagás,) 
A fenttekben ennek a három valószínűségi változónak: a sÜürtüségfilgevényét 
határoztuk meg. 


3. Eloszlástranszformáció sikról síkra 


Tegyük fel, hogy a £ és (7 valószínűségi vákozók függvényeként 
két valószíníűségi változót képzíünk. Tehát legyenek m. és n kétválto- 
zós függvények, és e(- m(E, TT), 37 ú( €,7)). B pont fő célja, 
hogy ( és 8 egylüttes eloszlását meghatárorzuk § ÉS vi együttes el- 
oszlásából, : 

Ha (x,y) a sik valamoly pontja, akkor az miíxy) és níx,§) is 
egy-egy szára, tehát (m(x,y) nér,y)) egy számpár. Ezt a szíámpárt 
jelöljük most £(xy)-nai a sik egy másik példányán: 





113. ábra 


Száltal egy olyan függvényt értelmeztünk, ami az első sík pottjalhoz a 
második sik pontjait rendélt, in-t és n-t az f függvény kömpönengei- 
nek nevezzük; 

A hozzárendelési szabályt most is szémléltethetjük nyilakkal. Há 


például m(x,y) — x-y, négy) zt, és igy f(x.y)- (xy, 3), akkor 
X(2,3) — (6, 51. Az ennek megfelelő nyilat láthatjuk az alábbi ábrán: 
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il4., ábra 


Ha az első öikön egy görbét vasztink fel, akkor a görbéből kiinduló nyi- 
lák végpontját a második. sikon is görbét alkottiak. Ezt. a görbét az 


eredeti görbe képének nevezzük. Ha.több görbét vészünk fel, akkor a 
görbék és képeik jól szemléltetik az f flgyvény hatását. Például ha 
ÉIXRGY) 5 (RV; 5), akkor a vizszintes kodrdinátatengeliyel párhuzamos 
egyenesek képei hiperbolák (ha y rögzitett és x változik, akkor áz 
(ev; pé pontok hiperbolát futnak be), a függőleges tengellyei párhuza- 
mos egyenesek. képei origón átmenő egyenesek (ha x rögzített és y 
változik, akkor az ey.) pontok, origón. átmenő egyenest alkotnak). 
Tehát az Cix,y) - (xy, ") függvény ugy transzformálja az első sikot 
a második síkra, hogy a berajzolt tagyszort börtön rács"-ből a második 
sikon látható "diszes rács! lesz: i 





ii5. ábra 


Szükségünk lesz az É függvény inverzére, amit £ egyel jelölünk. 
Például áz 2 ix, Yy) - (xy, et. függvény inverzét ugy kapjuk meg, hogy 


a második síkon adott (u,v) ponthoz megkeresstik az első sikon azt az 
(x,y) pontot, amit f (u,v)-be visz. Ha több ilyen (x,y) pont is van, 
akkor Iinverzről beszélni csak bizonyos megszorítások mellett lehet. Az 
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xy sű, fe -y egyenletrendszerből x s-t ús ! ER usw. Ha az 


£ függvényt csak az ölső siküzgyedbeén vizsgáljuk, akkor ezekben a kép 
letekben. csak a t élőjelek jöhetnék szóba. yen megszorítás mellett áz 


inyerz: ! jön (ú,v) s ( É. rar) . Az. inverz függvény értelmezéséből 


következik, hogy a másodík sikon kapott "diszes rácsot" £ 1 viasza- 
viszi az első siknegyed "egyszerü börtön rács"-ába. 

Természetésen semítüi $ém kötölez minket arya, hogy. az í£ függ 
vényt és inverzét áz első aikon félyvétt "egyszerű börtön ráos"-csal és 
az 5 képével, "a diszes ráccsal szemléltessük. Az öísŐ élkon félve- 
hetünk. más. rácsot is, vagy akár a második sikon ís tekinthetünk akár- 
milyén rácsot, és megkeréshetjük az ennek megfelelő rácsot az első 
sikon. 





Kézenfekvő, hogy ha az első §ikon felvesszük a ff és 1) va- 
KGYÉ változók egytittes eloszlását, akkor az xx 7 mí , gk 
Ae ü( E, , §) valógzintségi változók együttes eloszlását ugy "kapc 


4 mégi högy 9. 1] együttés eloszlását az Cíx,y) s 
m (nix, Yyh nix, 9] tüdgvénnyei ü másódik kra trárszformáliuk, 


I. A diszkrét eset illusztrálására elég egy konkrét példa. Ha § 
és Tf együttes olosz ésa az előző pontbeli diszkrőt. öloszlás, akkor 


( jö 7 és B ez. [j együttes eloszlását így kaphatjuk: me 








2 
1 439 
Be 
Todt 2 934 ő 6 
116. ábra 
II. Ha Ke és A egytíttes eloszkísa folytonos, akkor üz 
es mi s n(€, 1) valószínűségi változók együttes sttriség- 


függvényé "aa Üvant szerű meghatározni, Jelöljük € és 17 együttes 
sürüségfüggvényét h-val, c( és fő együttes strtiségfügévényét a-sel 
Vegyünk fel a második sikban egy (u,v) pontot és körülötte égy Áu, Áv 
oldaihosszuságu B téglalapot. Faltessztk, hogy £.-nek van inverze, 


i17 


Kercsslik meg az első sikon az (u,vj Hontnak megfelelő (Egy) 
- 7 (u) pontot és a B téglalapnak megfelelő A halmazt: 





1IIg, Áá t 


Az a stürüségfüggvény értéke az (ú,v) pontban körülbelül annyi, 
amennyi festék az a és A együttes élőszlása szerint a B 6 téglalapon 
van, osztva. a téglalap területével. Viszont az ol és 8 egytttes alosz- 
lása annyi festéket ken a B téglalapra, amennyit a § és "1 együttes 
eloszlása az A halmazra. Ezért i 


Íf kíx,y) dx d/ 
MLLLENENETT TT B) h (c tu) "(B)" 


A tertiletek B) hányadosát kellene meghrlározni. Jelölje az e! 


függvény komponenseit a és b. Tehát e (uyv) s ket. r 7 
bíu,v]j . Ha az a és b Éüggyények differenciálhat. akkor az 
A halmaz közelítőleg paralelogramma. Ezért először a parala- 
logrammák területére vezetünk lé egy egyszerü köpletét. 

Ha a paralelogra ..mát az origóból induló e: (e a e h és 
f - 6 e: ) vektorok feszítik ki 
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áá a adgeg g e ga a Naea a a a a  azn a e egz a ásás nintáláááák utat tKKOuOKZmm—e—ű]-ir.tkékéévvvööAZjíyyÖJhwÜeeüEEELKTÁKVVEetVTETllN;VItlúlllÉtvEeüüütüEÜt 





akkor területét megkapjuk, ha a második ábrán berajzolt nagy tég- 
lalap területéből kívonjuk a bérajzolt négy háromszög és két tégla- 
lap területét. Eredményül a következőt kapjuk; 


B :€ £ :íÍ L S 
(e 2 E) (e 4 4) . ( g 4 a rk e. a. e 
je ÉT 
7 e -f.e sdet [7 9, 
xy 


Könnyü ellenőrizni, hogy ha az € és f fekvotorok háláodrásu 
rendszert alkotnak, tehát e-t negativ irányu forgatás viszi í 
irányába, akkor a kifeszitett paralelogramina területét ugyánennek 
a. determinánsnak az ellentettje adja. Tehát a determináns előjele 
arra utal, hory az a és f vektorok jobb vagy bal sodrásu 


rendszert alkotnak, a determináns abszolut értéke pedig áz € 


és E által kifeszütett paralelogramma területét jelenti; 


6 6NXx 
t (paralelogrammia) — [det ( . ") a 
f£ f£ , 
x 
j A j I 
Térjünk vissza a 48 hányados meghatározásának problé- 
májához. A B téglalap csucsai az 
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(uyv) 


(uvrA ve B ( után, vidv/ 
fit Átv 


(uuyt Av) (uy] (utá 


fur Áu, v.t Av) 





Ko. 119. ábra 
szerü 4 halmaz csucsai: 


! (u,v) z [alusvj, bíniv)) ; 


Pt tr Au vi 7 (ata 4 Au vh bíu tr Au v)) ; 


Hú t Av) z (aluwy. Avh bíuy t Av) ; 


A parciális deriváltak jelentése. alapján: 
fatua TF Ányv), bíun d dusw)) - 


- et, wit s. tu," Au, Bíuyv) tt az (u v)" au) : 


fiu tk ÉVI, DB(u,v § Av) 7 
- (tus) tk a. fugv] " Áv, bíu,v) §t k- (u vj Av ) ; 
fetu t Au, v.t Áv), But Au ve: Av) i 


— (ét) pr ET" (u,vye Áu tk K-t (u, vh: ÁV, 


Üt tánuytáv- (alu. 7 Au, v.t Áv), Bíu t Áu vt Av) , 
2) 


binyv] t ET (ugv]- Au a Ep (u, v) " Av) a 


Tehát sz A halmazt közelíthetjük azzal a paralelogrammávai, 
meiyet az fituv) - (aluv),. bíu,v)) pontból indított 
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ú -( fu, vi: Au , 


E - (9 ún" Áv, 





vi. 
véktorok feszítenek Et. Ezért 





A képletben szereplő determinánat az ep? Függvény  Jazobi-determinán- 
sának nevezzük, i KN 
Mindezek alapján az cz és Ő valószínűségi változók. együttes stri- 
ségfüggvégyes 
E! 
A du (u, Yv) kr (u.v) 
s(u,vd s hít (u, v) . [det a . 
3 da a 
By (uv 57 tu) 
j Alkalmazásként az előző pont végén em- 
litott konkrét példávál kapcsolátban az 
e - § " 1? terület és a tés) mA. "karcsuság" 
együttes sürüségfüggvényét határozzuk meg, 
ha f és ! együttes eloszlása az alábbi 9 
négyzeten egyenletes: 





set ttal 
. VSC SÖÉSS at 
B EN dt 
Lát el aal ni tatar 
[PC AEK AT AG önl jel dr th 
rö b 
kest d b e 
dj je end de lk dj ale 
a. adr dr d Üh de dja 
dr dt ha áró) 
Ca al kén ál. 
dik dl át a, ka 
ont aal tat AG Al hl 
ESR JÓK 
KE e A e LL A . 





eereret etatta 
d 






É a 
an. út 
Hg 





nr 





nr 
m$ 











121 


A négyzet belsejét az (xy) 5 (xy, £) függvény sinek a Z halmaz- 
nak a belsejébe képzi, melynek határát az ú4— 7 egyenes, a HV mi 


hiperbola és az 1—- a egyenes ülkotják: 





121. ábra 


Ezért 2 és Ő együttes eloszlása a 2 halmazra koncentrálódik. Az 
előző pontban már meghatároztuk ve komponenseit, aminek felhasz- 
nálásával E tuv) s We a Vuv ]. Imüen a Jacobi-determinánshoz 

szükséges parciális deriváltakat kiszámolhatjuk. A Jacobt-determináns 
értékére pi adódik. Há az (uvh) pont a  Z belsejében van, akkor 


AZ Etv) pont a § négyzet belsejébe esik. A § négyzet belsejé- 
bena h 6 sürüségfüggvény értéke mindenhol 1, igy h (tu) z 1, 
ha (fu,v) 2 belsejében ván. i 

Ezért az el és ő valószinüségi változók együttes sürtségfüggvénye 
a 2 belsejébe eső (u,v) pontokban 


4 fps 














. 41 1 
Bíu,vi d" TES. 
(ut, f 9y Úy ét. Z 
jK orat söt 
d 
. kV e 
Az 5 sürüségfüggvény szeg 
3 . tet ára 
grafikonja igy néz ki; OTT TI 
eles sema v 


182 


4. Peremeloszlások 


Ha a kétváltozós £ tüggvényt speciálisan az £iz, yjsx képlet 
szerint értélmozztk, akkor BA 9): j Tehát f f és VA függvénye- 
ként megkaphatjuk magát § ; j 
Nézzük TÁGZ hogyan egye 





éri isödnök 


nek a fejezetnek a 2. pontját. ) Ha 
sz Líx,y)- x Elggvény nyiterede- 
jének ábrázolásához szükséges szám- 
egyenest a Sik vizszintes köördiná- 
tatengelyén vessztk fel, akkor á 
nyilerőő ogyáltálán nem dzsungel! 
Égy pár nyil is jól érzékeketi már 
a nyilerdő szerkezetét: (123. ábra). 
Ezt az f függvényt joggal nevezhet- 
jük a vizszintés koördinátatengelyre 
való vetitésnek; 123. ábra 

€8 " együttes eloszlását 
egy tetszűleges kétváltozós € függvény az £( h2, ) valószínűségi válto- 





zó eloszlásába kor ELÉ a Ha £ a vizszintes koordinátatongelyre 


való vetítés, akkot s . Tehát a vizszintes koóordinátatengely- 
re való vetítés 1) ogytte eloszlását § eloszlásába viszi, 
Természete en th? "ra ís értelemszerüe átforalmazható mindaz, 


amit k -re mondtunk: a függőleges koordinátatongelyre való vetités 
és HT gyüttes eloszlását 1? eloszlássba viszi. Ezért és külö 
külön vett eloszlásait vetüldteloszlás öknak 
is szokás. hívni. j 
Légyen például t és "7! együttes el 


2 492 20422 sbraj. áz alábbi diszkrét eloszlás: (124. 


ké A vizszintes koordinátatengelyre való veti- 
ri , adrdl ve téskor azok a feostékesőmök, mölyek egy 
rar bizonyos függőleges égyénégen vannak, a 
függőleges egyenesnek a vizszintes köorűi- 
nátatengellyel való metszéspontjába képződ- 

iz4. ábra tiek, Ezért eloszlását úgy kapjuk meg, 

hogy az e s eloszlás tágjait: a figgőle- 

ges egyenesek mentén összegezzük, és az összefet a függőleges egye- 
nesnek a vizszintes koordíinátatongellyel való imétszéspontjához irjuk. 
Persze a jobb áttekinthetőség kedvéért célszerübb mégis külön fölvenni 
a számegyenest a vizszintes koordinátatengellyel párhuzamosan, a sikbelt 








ft 2 3 


128 


eloszláatól olkülönttve. A vizszintes egyenesek: mentén képzett összég- 
zéssöl hasonlóképpen kapjuk még 7 előoszlásáti 





9 4 


42 002 
62 20 
s 


előséléga 





hi 
.. 








125. Ábra 


Ha. hi és t) együttes. eloszlását tábtlázat- 
ba Foglaljuk, akkor a táblázat szélére 





egyszertlen megkapnatjuk az együttes 
súrüségfüggvényből, Korábbi jelölé- 
geitiket érteleniszórtion használva, és 
B xi Ax zel jelölvő a elk alábbi 
végtelen sávját: (127. ábra) magyará- 
zat néjkül is világos a következő kép- 
lelsor: 


fex) arő— Pk GfcxtAx 


1 E pee 
Thx 6 te 5 Ax] 
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toncs, : 


szokás a s0r- és oszlapösszegeket. irni: 
(126, ábra). ; NN 
Ilyen elrendezésben F és tt külön-külön . 
vett eloszlása a táblázat szélén helyezke- 

dik el. Ezért 4 vetület eloszlásokát pe-— 7 
remelosztísoknak ís szokás hivmi.  — . 
Ha E és f? együttés eloszlása fóly- . 
Ge j Sürüségfüggyényét nagyon 





127. Ábra 


d 84, 


z Az [7 híx,y) dx dy - —— 





ny) dy 
x xtÁx új 790 
Tehát 7 
f(x) s i hír,y) dy . 


Hasonló okoskodással 1? sürüségfüggvényére ís kiadódik: 


ke 


gy): Jenna dx . 


e finnt 


3 ÉS 7 külön-külön vett" eloszlásatt folytonos esetben is szokás perém 
elo 


sziásoknak hivni. f-t és. g-t pedig vetület- vagy peromsürüségftigg- 
. vényeknek nevezztik, 


Például az előző pont végén szereplő c és Pf valószínűségi vá 
tozók együttes sürüségfüggvényéből integrálással megkapjuk e( -nak it. 
letve /$ -nak-a sürtiségfüggvényét. Természetesen ugyanaz lesz. az 


eredmény, mint á kettővel ezelőtti Pontbari 


s fa ji ű d I 
s(u,vydv — 9, dv-[,hv --mu ftodu 1), 

— ama u v-u 

di. 1 
an . ja du — (og v € 1), 
en v) du - di 
; 1 
2 ema És 

Y 

2 a - d 
ja du — F (l 4 vi 
4. 





Ha h-t felülettel ábrázoljuk, akkor a peremsürtüségíftizgvények a 
következő szemléletes jelentést kapják. Adott x esetén állítsunk a viz- 
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azintes koordinátatengely x pontjáhan 4 tengelyre merőleges sikot. 
A sik egy görbét metsz kt a félületből. Ezen görbe alatti terület 


9 


- /V 


128. ábra 


f híxy) dv-nal, tehát fGxj-szel egyenlő; 
- ga 
























g szemléletes jelentése hasonló: 


Hafek Ha ekZeE TANI 
TUL M7 

























i29., ábra 


1. A peremeloszlások nem határozzák meg az egytittes eloszlást, 
Például az alábbi két diszkrét eloszlás különbözik, de a perémeloszlá- 
salk megegyeznek: 





2. Az ÉElőszlástranszformáció sikról egyenesre c) pontban általá- 
nos móűszert tanultúnk arra, hogy és §g ögyüttes sürüségfüggvényér- 
nek ismeretében högyün lehet méghat rözütrk degyékye 74 valószínt- 
ségi változó sürüségfüggvényét, Ezt a gürüsi másképpen is 
megkápbatjuk, Kieszelink egy alkalmas Y valószínűségi változót E és 

4 függvényeként, Az. előző pontban tanultak alapján meghatározzuk 8! 
a Y egyíttes sürüségfüggvényét, amiből irtegrrálással megkapjuk bi 
sürüségtüggvényét, 

Ha példái Tsz. tr"; akkor Y -t vehetjtik vő "nak, Azaz li 
lehet az a függvény, ni lynek komponensek mix,y)  íty, níxyyhsy 

£ inverzének körújonenseit megkapjuk, ha az i 


Xty5suú 
yz-v 
egyentetrendszerből x-t és y-t kífejözzük: 
X7 ú— V.7 AalN VI , 
yzv: Bhíugwv) . 


Ébből a Jacobi-determinánsg: 


28 -2b 
pen f(uyyj s du (u, v) 1 o 

det j z det zi. 
ga -1 I 


a, .8b 
gy VI ay ÚGY 
f és Y együttes sürüségfüggvénye h-val kifejezve: 


síu,vy ih (Cu) - híu-v, v) . 
v szerinii integrálással § sürüségfüggvényére 


ríuj) — j etiev, vi dv 
— 
adódik. 
3. Az CIx,y) z xty függvény nyilerdejének ábrázolásához szük- 


. Bégés számegyeneet a. sik "459-os egyenesén!t az alábbi skálázás szerint 
vegyük fek 
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131, ábra 


yen : -ikálázás esetén a sik tetszőleges (x,y) pontjából: a számegyenes 
 27-.xXx 4 y pontjába mutató nyii merűleges a 459-os egyenesrő; ezért 
az ( figgyény nyilerdeje szépen éttekinthetős 





132. ábra 


Tehát az £ függvény a 459-og vEgonAsrő vetíti a sikot, Mindebből 18- 
szűrhetjük, a követkozőtet: a .$ zo §-a Tf valószítűiségi változó eloszlá- 
sát ugy kapjuk meg a és ! együttes aloszlásából, hogy az együttes 
eloszlást a 459-os égyebesre vetítjük, Ez a vetítés diszkrét eloszlás 
egetén a 450-.s egyenesre merőleges egyenesek mentén való összegzést 
. jelent: 





133. ábra 


Folytonos csetben pedígr a- 459-os egyenesre merőleges egyenesek men- 
tén képzett integrálással kapjuk meg az összeg sürüségfüggvényét. Ugyan- . 
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zessi 
15 áz előzű megjegyzésbén levezetett ríu) - j híu-v, v]dv. intagrál- 
— an 
ban fix u mellett az (ú-v,v) pontaz xtysíu egyenletű egye- 
nest futja he: 





134. ábra 


í29 


. VIII. FELTÉTELES ELOSZLÁS 


1. Csonkítássál nyért feltételes eloszlások 


Ha petésztatségi változó és B részhalmaza a számogyénes- 
nek, JA B esemény bekövetkezésének ismeretében j at ta- 
vábbra is valós inüségi változónak kell fekintenünk. Ugyanis ha/egyéb 
információ nam All birtokunkban, akkor nemi tüdhatjuak, hogy melyik B- 
beli szím adódott € értékének. Kérdés, hogy ilyenkor milyen eloszlá- 
sunak tekintsük t, szaz mi lesz € 3 € B 

eményre vonatkbzól 
Iry okoskodhatunk. Mivela F€B esemény bekövetkezését tudjuk, 
kézenfekvő, hogy Feltételes eloszlása B-re koncontrálódik. A felté- 
teles eloszlás kieszelése céljából vegyük B-nek egy tetszőleges A 
részhalmazát. Józan gondolat, hogy. a foltételes eloszlás szerint annyi 
festék legyen A-n, amennyi. a Mi E A eseménynek a EB ese- 
ményre vonatkozó feltételes valóázintisége. Mivel A részhalmaza B- 
nek, a CA esemény maga után vonja a pista eseményt, Ezért. 


a feltételes valószínűség PS eA já ). SA Ez B-nek 


P( EGB) " 
minden részhalmazára így van. 

Mindebből a következőket állapíthatjuk meg b -nek a EB 
egeményre vonatkozó feltételes eloszlása B-re kortcentrálódik. Ha A 
részhalmaza :B-nek, akkor a feltételes eloszlás szerint A-ra kent fos- 
tékmennyiség arányos a feltétel nélkült elosziás szerint A-ra kent feos- 
tékmeonnyiséggel, Az arányossági tényező a B-re kent festékmennyiség 
rééiproka. Ez megfelel annak, mintha a eloszlása szerint szétkent 
. egységíüyi tfestékmennyiségnek a B halmakon kivilli részét letörölhénk, 
a B-n pedig arányosan növelnénk a megmaradó festéket éppen ugy, hogy 
a B-n lévő festékmennyiség váljon egységnyivé. Féldául ha § eloszlása 












130 


akkor a § 20 edeményre vonatkozó feltételes. eloszlás 





Bi 0 F 2 Fal 
136. ábra . 


Tehát a feltételbe nom tártozó halmazon eltüntek a pálcikák, a falté- 
telnek megfelelő halmázon pedig arányosan megnyultak. ügy, Hogy a pál- 
cikák hosszának összege 1 legyen. 

Ha E eloszlása folytonos, akkor a Ésltételes eloszlás is folytonos 
a sürüséő ények között kapcsolat pedig 


1 


f(x Í f€5) kB 
0, ha x $ B. 


Tehát a feltételes sürüségfüggvényt ugy kapjuk, hogy az eredeti sÜürügégr- 
mMegvényt 0-val tesszük egyenlővé.a B-n kivül, a B-n pedig az 
Tia konátanssai szorozzuk: 





fx[§50) 





XxX 


137. ábra 
Látjuk, hogy a feltételes eloszlás "álakja" diszkrét és folytonos 
esetben is a feltételnek megfelelő halmazon "lényegében változatlan", 
csak öppen a foltételbe nem tartozó halmazon az eloszlás "megesonkult", 


1531 


Ezőrt áz ebbén A pöütban definiált feltételes éloszlásokat az eredett el- 
oszlásbhól nyert csonkított eloszlásnak ís szokták nevezni, 
Például az alábbi eloszlás tsonkított Poisson-eloszlási 





id8. Ábra 


Ézzel. az eloszlással kell. dolgoznunk, ha egy valószintiségi változóról 
tudjuk, hogy Poisson-eloszlísu, és valahonnan azt is tudjuk, hogy érté- 
ke 6-nál kisebbnek adódott. 

A csonkitott eloszlásokról mondottak. teljesen kézenfekvő módon 
többöimenztős előszlásokra ís áttltethetők. Például ha § és ff együttes 
eloszlása a 139, ábrán látható eloszlás, akkor a 9 § I feltétei miel- 


letti csonkitott eloszlás ugy fest, ahogy a 140. áprán látható, 


s 
] 99 
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A f52 feltétel melletti Ha f£ és W együttes éürüség- 
csonkított eloszlása pedig így: függvényérlek grafikorja: 





. i4á2. ábra 





144, ábra 


A 07 £ is 0,8 feltételhez tartozó csonkitott eloszlés sürüségfügg- 
vénye pedig: 
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ÍF Nyilvánvaló, hogy égyöületes elosztásból nyert csonkitott ai- 
. öszlás ugjánésak ögyenlétés. eloszlás. 
például én ís, te ís egyinástól függetlenül válssazunk egy-egy vai- 
lós számot -3 és 3 között égyeületes előszlás szerint! Ha az én sz4- 
mom f ; a tiéd pedig ? , akkor - mint a sikbeli egyenletes eloszlá- 
sokkal kapcsólátbán megbeszékük — á (5; 17) pont egyenletes eloszlást 
az alábbi négyzeten: p: 





145. ábra 


Ezért a y 2 4 2 2 2 feltétel mellett a ( f 1) pont egyenletes el- 
fe 4 y 


oszlásu a £ 2 egyenlőttonség által meghatározott körlapon: 





148. ábra 
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2. Feltételes eloszlás diszkrét esetben 


Láttuk, hogy ha és "1? eloszlása a 147, ábrán.látható eloszlás 


akkor a € 2 feltétel melletti csonkított eloszlás úgy néz ki, ahogyan 
a 148.ábra mutatja. Eadek az eloszlásnak a mágodik. koordítiátatengélyre 
vetett vetületét, tehát a 149, áhrán látható 


123 a 


147, ábra 148. ábra 149. ábra 





eloszlást, 17 -nák a € - 2 feltétel melletti feltételes eloszlásának ne-. 
vezzük, Jelentése: ha a € 5 2 esemény. bekövetkezését már tüdijuk, ak- 
kor ennek az ismeretnek 4 birtokában az tf feltétel nélküli előszlása he- 
Íyett. ezt a feltételes éloszlást tekintjük 71) eloszlásának, 

Most nézztnk egy feladatot: 





Feladat: Tegyük fel, hogy f és f? együttes eloszlása az alábbi 


1 862 
l 908 
f KEZED 





150. ábra 
Képzeljtik el, Hogy f értékét előbb tudjuk, meg mint f? értékét, és f Ér- 
téke alapján kell g - re típpeinünk. Tíippelésünk után ?? értékét is meg" 
tudjuk. Ha tippiink. helyes volt, akkor nyertük 1 fórintot, ha. nem volt he- 
lyes, akkor vesztünk 1 forintot. Hogyan tippeljünk ? 


1835 





Megoldás; Meghatározzuk rt feltételes: eloszlásaltt a £ 5 i, 
t- 8 feltételekhez: — j 





n feltételas — efoszltásá a 


Ér 6 §-8 
feltétel melleit 
, ábrá 


Ebből látszik, hogy 
z1 esetén ff -ra az 1 a légvalószíntbb, 
t£- 2 esetén ff-ra a 3 a legvalószíntbb, 
£7- 3 esetén nedig TT rra. 2-vel vagy 3-mai tippelhetünk, hiszen. 
ezék e formán a legvalószínübbek, A üyerés valószínüsége pedig 
ő 





já öslst mn DERÉ-2 7: ATRÉ SA egy edg tap t 
4 v - 6,6. Ni 
3. Féltételés eloszlás folytonos esetben 
Most vizsgáljuk még, hogy ha f. a f7 együttes eloszlása folyto- 


nos, akkor a F megfigyelt értéke aiábján hogyan módosul f7-ra vonat- 
kozó ismeretünk, Tehát R j z xg feltétel mellett (7 -t milyen eloszlá- 
sunak keil. tekintenünk? 

Folytonos esetbon a. 3 - x, esemény valószínűsége 0-VvaL egyen 
16, mert i fix) de - 0. Mivela BE [F) s ÉT feltételes való- 

Xg 

szíinüség értelmetlen, ha P(Fjs 6, a §7- Xg feltételhez. tartozó fő1- 
tételes eloszlást nem lehet feltételes válószínűségek segítségével közvet- 
Jentü értelmezni. 

Viszont Így okoskodhiatunk, A d x, feltétel helyett az 
x §£ jo 4 Áx, feltételt vesszük. Az ebhez a feltételhez tartozó 
feltételés eloszlás sürtsépgíüggvénye; 


136 


0, ha x $Í7y gt Az]. 









M(xY j x€ £€ xtAxj- 
Z tig), ha x E[xy get 4z], 
ahol 
s TotÁK, Foetaf 70 Ge, 
ez j ; híx,y) dgdy 5 j j híx,y) dyÍ dx 5 [10 dx. 
ag KK x hee / k 


Ennek a csonkított eloszlásnak a másódik köordínátatangelyre vötott vett- 
lete olyan folytonos eloszlás, melynek sürtiségfüggyényé: 














XX tÁx 
benesi K DD. 
ey] § x tx) . heoylk e Fe rtáx hix 7 ! híx,y) dx 5 
Los 
ét 
x tá 
j híxyyy dx 
£ Ha a h és £ slirüségfüggvények 
zt ene ee folytonosak, akkor erinek a törtaek 
xták ; A.x-p0 estén ván határértéke: 
j f(x) dx 
4 
x tÁx x $Áx 
o o 0. 90 
1 I j 
) híx,y) dx Áx j j híx,y) dx 
ix 
££4 x o . hix ,y) 
; . ar: mi : sz mum 7 
8 ix s Fszt) k ÁK Xx 4ÁK ÉHx ) " 
bö 0" o o 
1 I 
fix) dx j ] f(x) dx 
Az 
K. x 
a ö 





Ezért ff -nak a ) - xg feltétel melletti feltételes. sürüségfülggyényének 


definiciója: h k y) 
sv £-r0- 
5. 
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A feltételes sürügégfüggvény által meghatározott folytonos eloszlást 
7 "nak a HI x, feltétel mofletti feltételes élőszlásának nevezzük, 
hi 


Ez a feltételes eloszlás valószínűségelőszlás, Uugyánts 








kre] e 
I vol es ei ae nel a . s 


beYzv a mai 


Az 1 -nika fF- x feltétel mölletti feltételes stírüségfüggvű- 
nyének gráfikonját mégkapjuk, ha az együttes süriségfüggvéőnynek meg- 
felelő felületet az első koordínátatohgely x pontján átfektetett, a már 
godik. kövrdínátatengellyel párhuzamos. helyzetű, függőlegös sikkül-ei- 
metaszük, és a feltletből kimetszett görbét ugy nagyitjuk vagy kicsinyit- 
jük, hogy áz alatta lévő terület 1 legyen: 





152. ábra 


Most két feladatot vesztink, 


1, feladat: A Duna budapesti vizállását alacsonynak nevozzük, ha a 
vizszint a maximális ég minimális vízszint középértéke alatt van. Bár a 


st Te 


ni, hogy A holnaputáni budapesti vízállás milyen lesz. A mért bécsi viz 
állás ismeretében adjuk meg annak a valószínűségét, hogy holnapután. 
Budapesten alacsony vizállás lesz! Az egyszertiség kedvéért tegyük fel, 
hogy a . j 
8 z a mat bécsi vízállás 
ég az i 
? z a holnaputáni büdapesti vizállás 


valószínűségi változókat olyáti mértékegységekben és. Bkálázásban mérs 
jük, hogy a miniinális vizsalnt 0, a maximális vizszínt: 1. Feladatunk 
bán fekételézztik, hogy ; én " egyttítes gürüségfüggvénye az. alábbi 
mestörkélt sürüségfüggyől 


. (aminek a valósághoz semmi köze, de szá- 
molgatni egyszertien jshet fole) 


I (6 
KNK Kirrétdll ta wry h ha G€£x-1, 0dgye1, 
hügyje 4 


0 — egyébként, 





Megoldás: 1 sírüségfügévényét integrálással kapjük az ögyüttes 
zek £ 


süprtiségíigévényből, a feltételes sürüségfüggvényt pedig hányadoskónt: , 
[zer 1 
Kx) 5 198 - 1. (erty-1) gy 7 § . ar) (0€x£ 1) , 
mm jet i Ü ; 
ev] 877 "tn fÜgx TI, Ügy 21 
xrt 
3 
Annak a valószinűsége, hogy 1) értéke 0 és 5 közé esik, feltéve, 
hogy § értéke x-nek adödottt 
1 1 
vá 2 p. 
me ílgel a -- — ft tivi) , . Í2xtT 
ROSNCz]§-- jevlfemd- kal 9" BáxFB " 
s ü x3 


Ennek a feltételes valószínűségnek x-től való függését mutatja az álábbi 
álbrat 





153. ábra 
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Tehat ha F értéke kisebbnek adódik, ekkor valószínűbb, hogy budapesti 
vizállás. aldcsony lesz, mintha értéke nagyobbnak adódik. 

Előfordulhat , hogy a fertétéles sürűüségfüggyényt ismerjtk valálion- 
rar, és éppen ez. ad lehetőséget a feladat megoldására. Erre pólkla 4. 
következő feladat: I 


4. faladat: Egyenletes eloszlás szorint véletlenszerüen választúnk 
gy íj pontot 0 és 1 között. Ha £ -t már megválasztóttuk, akkor € 
s Él között választunk egyenletes! eloszlás szerint. egy g pontot, ( 


"átlagértéke" az Ép pont, f? pedig 0 és : között egyenletes éloszlásü. 
Ezért méggondolatlanui azt hinné az ember, hogy az ? a Fi esemény 
válósziniségét kiszámíthatjuk : a Pálé 5) intorvallumon vett egyenletes 





eloszlásból, vagyis P (19 hj 
esémény valószinüségét! 


0,5.) Határozzuk meg az né Fi 


s He habe 


Megoldás: j egyenletes eloszlásu a (Ő,1) intervallumon, ezért 


f(x) 
 ú  egyébként.. 


A § z x feltétel mellett n egyenletes eloszlásu a (0,x) intorvallu- 
mon; ezért 


va: 4 





tl ő tusát 
Ü egyébként, 
Igy a híx,y) — f(x): giy ] Hi x) összefüggés alapján 


ks ha Ogyex €I, 


hiíx,yi 
ü egyébként. 
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Ebből íntegrálással 


09 1 
00 a [dd ás s [ des -Hhy (0 4ye1). 


e fjlagezáp 


A kérdezett. valósztatség; 


elne; 9-] 


Láthatjuk, hogy a meggondolatlan okoskódág helytelen eredményre vezer 
tett. I 


fi 


hi 


4 
"(s myj.dy [os] a had ss 0,6 . 
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IX, VÁLÓSZÍNŰSÉGI VÁLTOZÓK FÜGGETLENSÉGE 


Valószínűségi változók függetlensége 


Az előző fejezetben láttuk, hogyan kell a feltételes eloszíísokkal 
dolgozni, Ha j megfigyelt értékére valamilyen korlkrót x érték adó- 
dik, akkor §) Afekétel nélküli) eloszlása helyett a E — x feltételhez 
tartozó feltételes cioszkísz irja le az 7 valószini í változót. 

Viszont ha "? feltételes eloszlása minden x-re megegyezik 17 el- 
oszlásával, akkor a s x információ semmi érdemlegeset nem mond 
f9-ra vonatkozólag, Ílyenkor azt mondjuk, hogy f fizgetlen £-tőlL 
Például ha és ez együttes eloszlása az álábbi diszkrét elosz B, ak- 


kor f? független -től, ugyanis a feltételes eloszlások megegyeznek 
júl aloszlásával: 


3 $(00) 
2 
(449 
01 





A eloszlása § ás n együttes eloszlása n. feltételes eloszlása a 
§ zf §ez2 ő ág 
feltérel melleti 
155. ábra 
taj éloszlását ts kiszámoljuk; 
ü Hi 2 

§ EfOSzfasa 
156. ábra 
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Vegyük észré, hogy áz együttes eloszlás elemei a külön-külön vott el- 
oszlások megfelelő elemeinek szorzata, Ez B túlajdonság. diszkrét eget- 
ben jellemzi ís a függetlenséget, úgyanis igaz a következő: 


JÉbbL árának mogfölelők jett, öloszlásokat: e 





77 éloszláser ( 





—e ; § eloszlása 
X § 
157. Ábra 


akkor 48 $18l való függetlenségének szükséges és elégséges feltétele, 
hogy minden 1-re és j-re Tr, B; " a; . 


Bizonyítás: Az x,hez tartozó feltételes eloszlásban az Yj érték- 


r 
hez a feltételes. eloszlás "I nagyságú festékesomót rendel, Ez akkor 


és csak akkor egyenlő gyrval minden í-re és j-re, ha Ej p, a; 


minden t-re és 4-re jl 

Folytonos esetben a feltételes sürüségfüggvényt a gy.l§5sxe 
- K§ képlet adja. Igy ? -nak § -től váló függetlensége, azt jelenti, 
hogy új 7 B) száz híxy) 7 f(x) gfy). 

Mivel az rj7Ppp:dy és híryyi Hz) .ÉLy) összefüggésekben 
és § szörepe szimmétrikus, f? -nak £ -től való függetlensége 
enértékü . F -nek ? -től való füzgetlensi gével. Ezért jogos: az a szó- 

használat, hog 9 és ") függétlenek égymástól, 

Ha j és 11! együttes eloszlását ismerjük, akkor ds és ") függet- 
lensége a Hefinició vagy a kimondott tétel alamán dönthető el. Más ese- 
tekben viszont a véletlen jelenség és a valószíintiségi változók értelmezé- 
séből éleve jogosnak érezztk a filégetlénséget, és éppen ennek alapján 
vessztik fel áz együttes eloszlást, Például a következő feladatban is azt 
tessztk. 


Feladat; A 60 W-os Tunsgram villanykörték élettartama a tapasz- 
talat szerint teljesíti az örökifju tulajdonságot, Ezért az élettartam ex- 
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ponenciális eloszlásu valószínűségi változónák tekinthető válamilyen A 
paramétörrel. Tegyük fel, hogy két ilyen körténk van, Először az 
egyiket használjuk. Amikor öz kiég, akkor 3 másikat tesszük a helyére, 
és addíg hásználjuk, amig ez is ki nem ég. Véletlentől függ, hogy ily 
módon "mennyi ideig tudunk világosságot csinálni", Határozzuk meg en- 
nek a válószínítiségi. változónak a sürüségfürgyényét ! 

Megoldás; Jelölje f az első, ". a második körte élettartamát. 
Mivel úgyanolyan tipusu Körtékről van szó, és ugyanolyan körülmények 
között. tügyanabban az áramkörben) használjik őket, f és m eloszlásá- 
tak paramétere megegyözik: 

Ae AK, 


ha x 30, 

f(x) — 
0 egyébként, 
Ae 9y , ba y Pú0, 

gíyi - 


0 egyébként. 


Feltételezzük, hogy éz "7 függetlenek. Erre az ad alapot, hogy nem 
egyidőben használjuk  körtéket, és ezért n. második körtét tönkretevő 
áramkört batásoknak semmi közük sincs az első körtét tönkretevő áram- 
köri hatásokhoz. A függetlenség miatt 
A a. A -gxty) , ha xy 5 O Ú, 
txy) - É(x) - gíy) — 
€ egyébként. 


A VII fejezetben tanultak alapján a bennünket érdeklő f mai je "A való- 
sziníségi változó sürtisépítegvényét így számolhatjuk ki; 


ú 
ki jXe A : tunvtv) gy za AZTAT úz0), 
herr] 
üt 
ru) s hh(u-v, v) dv 
0 egyébként. ha 


A kapott sürüségfüggvény a 2-odrendíi A -paraméterű ganmma-elosz- 
lás sürüségfüggvénye. Grafikonja így festr 
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ir A 
A 
158. ábra 


A feladatból kitünik, hogy 2-odrendü A paraméterű gamma- 
eloszlásu valószíntségi változőhoz jutunk, ha két független, A 
paraméterű exponenciális eloszlásu valószíntiségi változó összegét 
tékintjtk, 


Független valószínűségi változókkal kapcsolatbán egy fontos tételt 
mondunk. ki. 





fol. hogy £ függyényekbnt e értölmessztis az ol , hi függvényeként pedig 
a 4 valósi imigégi- itozókati Xs míf), A - nt?) ahol m és n 
valami ér ad vények, Ekkor x és A 18 függetlenek egymástól 





Á tétel azt mondja ki, hogy ha független valószínűségi változókat 
"külön-kiülön foldolgozunk", akkór a kapott uj valószíntiségi változók is 
függetlenek egymástól, 


Bizonyítás; 

I. Ha É£ és "7? egyíttes eloszlása diszkrét, akkor E és 
együttes eloszlását az Eloszlástranszformáció sikról sikr4 c. pont- 
bán tanultak alapján meg lehet határozni. Könnyü meggy őzódül róla, 


hogy a függetlenséget jellemző r új 7 p a, tulajdonság és 


együttes eloszlásáról átöröklődik (éa 3 együttes eloszlására. 

II. Ha § és f7 együttes eloszlása fölytonos, akkor a Híigget- 
lenség azt jolónti, hogy híx,y) 7 f(x) - g(y). Az Előszlástransz- 
formáció elkról $ikra.c. pontban gi és "7 együttes sürüségftiggvé- 
nyével kifejeztük x( és /$ együttes! sürtéégfüggvényét. Az ottani 
képlet ez volt: 

da 
"an u) 
-i I . du 
S(u,vi — (4 (u) det 





yi tu, v) 
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Mivel most Líx,y)-z (at, ny) ) (mi nem függ y-tól, n -nem 
túgg től), CC iuye (mo fut nt tv, azaz atuv) sm taj, 
bíuy) s n"ív), Tehát a nem függ v-től, b nem függ u:-tól. 

Ezért 


Da. ..8h, Da az fm ingY 
dys s du (u, v) 0, Au (u,v] (mm u) ; 


944 
ri (u,v) 5 (a w)) . 

Mindégék alapján o( és f3 együttes sürüségfüggvényére ez adódik: 

tea Ű 

3 -i1 

Ú (a w) 


te elt [Fan] - Ve 
sz envy ] erte [/ , ESDASKOI I ; 


A kápott szorzát első tényözőle az £ sürüségfüggvénye, a második 
tényező pedig a A sürüségfüggvénye, vagyis teljesül a független 
ség kritértuma: az együttes sürüségfüggvény a külön-külön vett sü- 
rüségfüggvények szorzata. 
Á bizonyításban kihasználtuk, hogy m és n invertálhatók, 
az inverzék pödig deríválhatók. A tétel állítása enélkül ís igaz, 
. de ezt nem bizonyítjuk. W 






Bín,v) eh [zatu mg] e] det 
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X,. VÁRHATÓ ÉRTÉK 


. : h. Várható érték 


Egy valószínűségi változót eloszlása segítségével építűtk hő ma- 
tematikai modellünkbe. Mint látni fogjuk, az eloszlás iméthanikat érte- 
lemben vett súlypontja fontos valószínűségszámítási jólentésnel bír: a 
mindezt világosan láthassuk, némi előkészítésre és: a, nagy számok erős 
törvényének megértésére van szükség, Ezért a nagy számok erős tör- 
vényének megértéséig egy valószínűségi változó várhatő értékét minden- 
féle valószíníiségszámítási jelentés nélkül tekintetik egy számértéknek, 
ami a valószíníségi változó eloszlásából a későbbiekben megadott mó- 
don merphatározható, 


2. Eloszlás súlypontja 


Tekintsünk egy diszkrét eloszlást a számegyenesen. Vegyünk fel 
egy m npontót, és képzeljük el, hogy a számegyenes az m 6 pontban 
alá van támasztva mint egy kétkaru mérleg. A festékesomők helyét je- 


löljük xvel az XI pontra kertilő festékmennyiséget p-vel (1-1, 2,...). 


Mikor lesz egyensúlyban ez a mérlegt Akkor, ha a forgatóüyóma- 
tékok összege 0-val egyenlő. Kiszámítjuk a forgatónyomatékokat. A jobb- 
ra huzó nyöműtéköt tekintjük pozitívnak. Az x; pontban elhelyezett 
fostékménnyiség által kifejtett előjeles forgatónyomaték (xy. Mm): Bi 


Et áz előjel íz randbén ván, hiszen ha X im-től jóbbra van, akkor 


x-m is és a nyomaték is pozítiv, ha pedig x, ain-től halra van, ak- 


i i 


kor xy is és a nyomaték ís negatív, A forgatónyomatékok összege 
2 ég 7 Hú) : "b nyilván akkor egyenlő 0-val, ha i 
2 KK. : P. 
Tt o: 1 
b. 
1 íi 
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Ezt a pontot az eloszlás sulypontjának neveztük. Ha áz eloszlás való- 
színüségeloszlás, tehát 3 p, - 1; akkor a aulypont:; 
TT 


Most tekintsünk égy folytonos eloszlást. Sürűségfüggvényét jelöljük 
f-fel. Megkeressük az eloszlás Bulypóntját. Osszük föl a számegyenest 
x, osztópontokkal (£7 .s..r2,-b0el,Zrese) Picike intorvállumokra: 





159. ábra 


Egy kicsit változtatunk az eloszláson. Az íz x, sa? intervaltumon lé- 
vő festékmennyiséget az Xx, pontra gyűjtjük; 








NV 


Ezáltal egy diszkrót eloszlást kapunk, melynél az x, ponton 


K 
ir 
pp. 7 f tx) dx nagyságu festékcsomó van (£7 ....-2-1,01,2...). 


2 


Ennek a diszkrét előszlásnak a sulypontja: 
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és! 


: jH 
3 x 
sz — I i 
I j s 
Í tt z 
3 t 
A kifejezés növezője [1 dx -szel egyenlő, a szárlálójáról pedig a 
Cd 


következőket mondhatjuk: mível az fx.x,) intervallum pici, 


xx 
Hi 
j f(x) dx azflx) :(x,, 7 x). Ennek felhasználásával 


z 441 
í 
Ég 06 
2. x j ffx) dx sZ kj ky) j ez, a ty 2 x." fix) dx . 
x, Ze 


A közolítés annál jöbb, minél finomabb a felosztás, azaz a diszkrét ol- 
ószlás minél jobban közelíti á folytonos előszlást. Ezért kézönfekvő, 
hogy a folytonos eloszlás sulypontja: 

erat 


[7 a f(x) dx 


[19 dx 


katari 


Ha az eloszlás valószintiségeloszlás, tehát j 10 dx - 1, akkor a suly- 
pont: 


ter arte 
krará 
m - rt dx , 
mi 


1459 


Megjegyezzük, hogy ha egy valószínűségeloszlás sürtüségíütggvénye csak 
az [Eb] intervalimmon különbözik 0-tól, tehát az eloszlás az [a,b] 
intervaltumra koncentrálódik, akkor a sulypont képlete így módosítható: 
b 
m - [dr dx ; 
a 
. A kevert eloszlás esetét nem részletezzük. A Kedves Olvasó gon- 
dotjon utária, hogy a sulypontra 
ög 
I — ri 
EZI I 
2 pg [19 dx 
; i 
a 
adódik. Ha a kevert eloszlás valószínűségeloszlás, akkor a sulypont 


b anea 


i 


Megjegyzés: Mint ismeretes, egy konvergens z x," DP, Son ösz- 
szega akkor és csak akkor nem függ a a tagok sorrendjétől, el 


2]: :[/ : p, Coo, Egy konvergens. Íz fíxj dx — lm fx fix) dx 
a 
1 Aron 
B-rtos 
integrál értéke podig akkor és csak akkor nem függ A-nak és B-nek 
á (1 60)-hoz illetve (too )-hez való konvergonciájának egymáshoz vigzo- 


e. 
nyitott gyorsaságától, ha j Ix] " (xy) dx 560, Mivel egy diszkrét 61- 

ta 
oszlás sulypontja nem függhet attól, hogy tagjait milyen sorrendben lát- 
juk el indexekkel, és egy folytonos elóőszlás súlypóntja sem. függhet attól, 


hogy a sulypontot definiáló impröprius integrál határai hogyan tartanak 
( sa)-hez, illetve (roa)-heoz, a sulypontot csak akkor értelmezzük, ha 
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23 sz! B, £ ee Illetve fi Iz: f(x) dx Coo: Ellenkező. egetben azt 


mondjuk, hogy az 

Egy E valószínűségi változó eloszlásának Bulypont ja, féléve, 
hogy léteziki egy számot jelöl kl a számegyenesen; Ezt a számot 
Mi f Fvel jelöljük, és a j valószínűségi változó várható értékének 
névézztük: I 










. x kk tl Pi; Ha 2.1 2Z GÖa 
Mg) A ff dx, ha ffxj-t) dx zoo, 
I rea — ei 
99 
2.xtept [ree dx, ha Zlxfpp és 
i í 
— aZ 


(ettő) dx 400. t 


Ha pedig kg € eloszlásának nincsen sulypontja, tehát 3 Is] ses 
Tia 


vagy írÉ? fix) dx — ca , akkor azt mondiuk, hogy f -nek nincs vár- 
im eft 

ható értéke. Szokásos még az a terminológia Ís, hogy agy eloszlás suly- 

pontját az eloszlás várható értékének nevezik. 


Megjegyzések; 

1. Azok számára, akik korábbi tanulmányaik során találkoz- 
tak már z Stieltjes-integrál fogalmával, megemtítjük, hogy a vár- 
ható érték képlete egységesen is megadható. Ha egy valószínűség- 
alószlás eloszlásííígvényét F-fel jelöljük, ekkor az élőoszlíás suly- 


kn] 
pontja, azaz várhatú értéke: m — fx dFíx) feltéve, hogy 
ear sm 
Íjxt F(X) z o0. A várható értékkel kapcsolatos és. a. diszkrét, 


ua 

folytonos illetve kevert esetre külön-külön érvényes későbbi for- 
muláinkat ís egységessé tehetnénk Stieltjes-integrálokkal. Mivel 
Stieltjag-integrálokról ném minden szakon tanulnak, és a 
ötieltjes-integrálok tényleges kiszámítása éppen az általunk meg- 
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adott fórmulák segítségével történik, jegyzetünkben nem fögjuk 
. használni ezt az integrál-fogalmát. 


2, Részletekbe nem bocgátkoznnk, de megjegyezzük, hógy ögy 
sikbelt eloszlás sulypontját sem nehéz értelmezni, Az is nyílyányaló, 
hogy egy síkbeli eloszlás tetazűleges égyénesre való vétülétének suly- 
penja megegyezik a sikbeli eloszlás sulypontjának vetületével, Ezért ha 
8 íj egytétes eloszlásának sulypóníja érdekel bennüiket, akkor a 
mont koordínátáit megkapjuk, ha az eloszládúak a. koördinátatonge- 
lyekre vetett vetületének, tehát -£ ilétve "7 előszlásánák sulypontját, 
azaz f "nek illetve m "nak a várható értékét kiszámítjuk: az egylíttes 
eloszlás sulypontja az ( M(f), M( a) bont, Ezt a pontot a kétdímen- 
ztiós Adi , 41) valószínüség igáltozó várható értékének nevezhetjük. 





3. A várható érték tulajdonságai 


Vegyük észre, hogy ha egy f£ valószínűségi változó nem vehet fel 
negativ értékeket, akkor 3 eloszlása szerint a 0-től balra nines festék: 


a. fi 
Í61. ábra 


Egy ilyen eloszlás sulypontja nem ösbet a 0-től balra, tehát M( ; ) 20. 
A 0-ba ils csak akkor eshét a sulypont, ha az egész festékmennyióég a 
0-ban ván, azaz € eloszlása a 0 pontra koncentrált elfajult eloszlás, vagyr 
is a $ z 0 esdmény majdnem biztos. 

Ha a £ valószínűségi változó eloszlása adott, akkor tetszőleges ( 
függvény esetén az ffit §, valószínűségi változó eloszlását meg tud- 
jük határozni eloszlásáb áz £ függvény segitségével a Valószintségt 
változó függvényének előszlága c. fejezetben tanultak alypján. 1 eloszt 
lásából pedig összeg vagy integrál Hegítségével kiszámíthatjuk H várható 
értékét. A következő erédményhez jutunk; 


1, tétek Ha Ki diszkrét elosglású x. lehetséges. értékekkel ég 
pp  xalószínűségekkel, akkor az m -Íf(£) " valószínűségi változó várha- 
tő értéke Min)z 2 fix)-p, eltáv , hogy 2- [dec] "Bj£ 60) 

E . § 
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Vázlatós bizonyítás: A bizonyítás gondolatménetét. ögy- konkrét pél- 
dán mutatjuk be, Ebből ugyanis az általános esetben követendő eljárás 
ig kiolvasható, Legyen £ix)- ső, fp ersztása pedig legyen 


a 1 2 3 


162. ábra 








Ebből "7 eloszlását az f(x)" xZ függvénnyel való transzformációval 
kapjuk: 





Ebből a várható érték 


Míg) 7 0-0 241-0444-03-49-0i1- 


új 


0-0 241-(01 $ 0,3)44-f024 01)§r98"-01- 


0" 25-i :01461:03-4-4-70244-ÜlLl tt 6§ "FÜL - 


H. 


H j 2 2 HA j 
Ü - 02 FCI) 7 0R4ia : 034 -gy 0262 "01-64 


1 


a sz a 01. a 


A folytónos eset. visszavezethető a diszkrét. esetre ugyanazzal a 
trükkei, amit a. sulypont képleténél alkalmaztunk: a folytonos eloszlást 
diszkrét eloszlással közelítjük, és a szummáről integrálra térünk át. 
A következőket kapjuk: 
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2. tétel: Ha 





hos eloszlásu f Sürtiségfüggyénnyel, és 
. a j 
mz£ É ) akkor M(H) fen " Ka) dx Celtéve, hogy 
JE 4 


09 ELEN 
f Hedl "fee) ax e 00) 
—ag E két tételből pedig kevert esetre a. következő tétel "keveredik ki: 


2. tétel: Ha ű kevert eloszlású, és mE tf) áltör  M() 
ze 2-tup "pt Jé) f(x) dx (feltéve, hogy 2. [ety ip, cso és 


ÍJ e0 [órjáx c 09) 


Ha az €(x)— e" x filggvényre Alkalmazzuk a feriti formulákat, 
akkor a következő szabály adódik: 


4. tétal; Ha c konstans és 7 c:£, akkor MED er ME 


A tétel szerint egy valószínűségi váltoró könstansszorosának vár- 


vagy zsugorítunk (és c c 8 esetén még az origóra tükröztnk íg), ak- 
kor az eloszlás sulypontja is arányosan nyulik vagy zsügorodik (és ttik- 
röződik). o j 

Gyakori hiba szokott lennt, hogy €( § ) várható értékét 
£(M( j p-nek veszik, Pedig általában M( CV )) 5 f ÍM E) . Ha például 
f(x) - xx és eloszlása a 164. ábrán látható eloszlás, akkor £ eloszlása 


a IS. ábrán megadott eloszlás, ; 


9 Oo o 
0 1 2 b § 2 3 4 


164. ábra 165. ábra 
látszik, hogy M-( §) z 1, Mi É z 2. Ebben a példában 


2 
M( 07 (Me )) . 
Ha c ési m valószínűségi változók, 4 pedig kétváltozós függvény, 
akkor a Jfe(t€. 4) képlettel értelmezett valószínűségi változó vár- 
ható értékét kiszámölhatjuk ; és "7 egyíítés eloszlásából. 


5. tétel: Ha £ és T együttes eloszlása diszkrét eloszlás (xi y) 
tehetséges értékekkel és Tj valószínűségekkel, akkor a f z fi b" ng) 
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képlettel értelmezett valószínűségi változó várhatő értéke: M(fj) m 
" 7 tegy rj fföltéva, högy 2 eepy le p 2090 


Váziatos bizonyítás: A bizonyítás gondolatménete ugyanaz, mint az 
egydímonztós esetbén, Most is csak. jé könkrét példán követjük végig 


a, gondolatménetet. Legyön fix,y) ja a É és an együttes eloszlása 
légyen az alábbi mikbeli eloszlás, és rögtön számoljuk ki a. 
j: te pe fi valószínűségi változó eloszlását: 


. GB 












7-2 
166. ábra 


tf eloszlásából a várható értékét kiszáraltjuk, s utána figyelembe vesz- 


szük, hogy f eloszlása a. £ és h együttes eloszlásából, az £ függvény- 
nyel való transzformációval keletkezett: 


MY Eg GIL H1LSOART 103 


2 gazd og418. 3 
3 01 t5 6447 0245 0,3. 


8. tétel; Ha £ és 


rüségfüggvénnyel,  dkkor 2 Tett IT7GT 
nüsépi változó várható értéke: Mf)- z dí j fix,y) : híx,y) dx dy 


s 


ka 
(feltéve, hogy . f J en hír,y) dx dy foaj 






: Diszkrét előszlással közelítünk a szo- 
kásos módon, majd : a szumrmák helyett intográlokat irunk, NN 
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Gyakran ván szükség két valószínűségi változó szorzatának várha- 
tó értékére, Há á féntti képleteket az [(k,yj z x-ry függvényre alkal- 
mazzuk, akkor azt kapjuk, HOgy 


[j 
illetve 
ang Ha 
MED f fgenésyy áz ay 


Például ha S és Tt együttes előszlása 





1867. ábra 


akkor Mí( a) m 2"1k" : 11 :2- p - 2, A vetülétéloszlásokból kt- 


számíthatjuk  M(f)-t és M("))-t. Ázt küpjuk, hogy M( ző , 
M() 25 . Láthatjuk, hogy ebben a példában M( f 1) 7 MI E)" M(7). 


Ezt a példát azért mutattuk, hogy felhívjuk a tígyelmét arra, hogy álta- 
lában nem szabad két valószínűségi változó szorzatának várható értékét 
ugy kiszámolni, hogy a kitlön-killön vett várhátó értékeket összeszoroz- 
zukl! i 

Viszont abban az esetben, ha f és MH független valószínűségi 
változók, akkor szorzatuk várható értéke egyenlő a várható értékek 
szorzatávak 


7, tétel: Ha ; ég vi fiegetlenek, akkor Mú( 7 z M( f9-MUTN 


Bizonyítás: Ha ; Ég ng együttes eloszlása folytonos, akkor a sz0- 
kásos jelölésekkel élyb: 


Ükt 
M( 1 z jj Í erv htny) dx áy a. 


ma E 
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A Miggetlenség niiatt híx,y) s f€x) -gíy). Ézért 


u fp ff "ye híx,y) dx dy. 5 


FT FO 
új j J xs yrftx) egy) dx üg s 
my ma ÜZE 
fi rt 
zz [dt dx . [9-e0 dy. . 
ami ervet] E 


A diszkrét eset bizonyítása ugyanezzel a . gondolatmenettel végezhető el, 
csak integrálok helyett szummákkal keil dolgozni. Hi 
A kapott formulák segítségével könnyet kladódik a következő tétel. 


8. tétel Ha f- fr 7, akkor M($)z M(Epr MI). 


A tétel azt mondja, hogy két valószíntiségi változó bsszegének várható 
értéke a várható értékek összegével egyenlő, 


Bizonyítás: Ha ő ég 1 együttes eloszlása Föülytonos, akkor 


es c 


u s - Í Í €xty) " híx,y) dx dy — 
m- ( Í X:híx,y) dx dy 4 j Ji yvbixy) dx dy z 
mg TÖRT ma geg mg 
7 fe( frésn ay) dx ( v( [zet 12 as 7 
Load og nag tegü i 
a kemi 
- [7 f(x) dx t v "gíyj dy 5 Mr MM). 
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Á diszkrét eset levözetése megy történhet, csak intográlok helyett 
szu éke. kelt dolgozni , NI 

Az AGA Ti 9): Mi $ rt M() formula szemlélet alapján ís elr 
Jenőrizhetőt A 19 gralószínűségi változó előszlását ugy kapjuk meg, 
hogy f és 48 együttős. élöszlását a inegfölelő módon skálázott 459-os 
egyen are vetítjük, Ezért Ét ". eloszlásának sulypontját, azaz a 
: valószínűségi változó várható értékét ugy. kapjuk mög, hogy az 
ké Ai tits élőszlás súlypontját, azaz az (mi f 3, M( 3) pontot a 459-os 
ögyénezfő vetítjük. A skálázás választása iríatt öünél a vetítésnél az 
(Mi 3, MY 1) pont az M(É)t M(Y) pontba vetitődik. Ezért 


jö h vártató értéke valóbs ni 4 Me )-val egyenlő, 











VEL) 





188. ábra 


4. Nagy számok erős törvénye 


A nagy számok erős törvényének kimondása előtt egy példával (]- 
lusztráljuk, hogyan juthatunk független, azonos eloszlásu valószínűségi 
változók végtelen sorozatához, Képzeljük el, hogy végtelen sok egyfor- 
ma. tipusú -villanykörzténk van, és ezeket egymástől függetlenül használ- 
juk áddig, amig ki nom égnek. Világos, hogy a körték élettartama való- 

szintiségi változó, Jelöljük rve. az 4-ik körte élettartamát 


(it s 1,2,...). Mivel egymástól függetlenül használjuk a körtéket, a 
jr Íz -..  valószintségi változókat függetleneknek kelti tekintenünk, 
1 


Viszont a, körték ugyanolyán tíipusuak, 5 igy élettartamukat ugyanazzai 
az. előszlással kell léírnunk. Ezért 
sunak tekintendő. 

Vegyük független, azónos eloszlásu valószínűségi változók egy vég- 
telen sorozatát: 1 je -rr . Két eset lehet; 


Í 1" jj artrr egyforma eloszlá- 


1. eset: a közös eloszlásnak nincs várható értéke, 

2. eset: a közös eloszlásnak van várható értéke, amít m-mel 
jélölünk. 
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Egy valószínűségi változó véletlentől függő számot jelent, Ezért a 
17  Egrerr o Borozat véletlentől függő számsorozatot jelent. 


ja je s TE változók számtáni közepeibkől képzett 
€ £1 ki Ba 19 jat ja Jt tat 
1 ! a  : 


sorozat is véletlentől függő számsorozatot jölent. Éz a véletlentől függő 
sorozat vagy korlátos, vagy nem. Tehát 





th kandi . . gas 





(ín —1,2,...) sörözat korlátostt 


kijelentés egy esemény. Ha valaki megad egy konkrét számot, akkor a 


ÉJ b... 
c gm AL ILeda 
7 
1-r 60 


létezik és egyenlő a megadott számmai" 


kijelentés ís véletlentől függően vagy bekövetkezik, vagy nem. Tehát ez 
ís esemény, 





ín—1,2,...) sorozat korlátos )— 6, 





is majdnem biztos, hogy a számtani. közepek sorozata nem korlátos. 
A 2, esetben, amikor a közös eloszlás várható értéke m, 


h—-ziy I 


vagyis majdném biztos, hogy a számtani közövek sorozata á közög elosz- 


lás várható értékéhez konvergál, 


Ezt a tételt a nagy számok erős törvényének nevezik, Jelentőségét 
a bizonyítás: után fogjuk megbeszélni. Akit a bizonyítás nem érdekel, a 
bizonyítást kihagyhatja, do a tétel jelentőségét feltétlénül értse meg! Ké- 
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sőbb gyenge főrvényről is lesz sző, majd ukkor érthetjík meg áz erős 
és gyenge szavak használatának jogosságát, 


Bizonyítás: 

1, A bizonyításban szó lesz olyan valószíníségi változóról, 
mély -a t cs értéket Es felvehoti. Ez annyi változtatást jelent AZ 
eddig tánütákhöz képest; hogy áz ílyen valószínílségi változó o1- 
oszlását a itaojrnel bővített számegyenetsre. keli kenni, és a 
(40 j-nel úgy kell számolni, ahogy azt z józün eszütk is diktálja. 

2. Gsük a 2, állítás bizonyításával foglalkozuuk, A bizonyítás 
egyszerüsítése. céljából feltesszük, Hogy a font emnilítétt közös el- 
oszlásnak nemcsék várható értéke Mtézik, hanem u várható érték- 


től vett eltérés második, harmadik illetve negyedik hátványánák 


várható értéke ís véges: 


097 w( 7 - ml?) £ a, ul É, h- m] )s 0 , 
0, mí h - mes . 


Ha például a  (.-k közös eloszlása véges iitervallunra konoent- 
rálódik, akkor öz a pótlólagos felkevésünk teljesül, 

a, Báttuk, hogy két valószínílségi változó összegének várható 
értéke egyenlő a tagok várható értékének összegével, Ebből per- 


sze következik, hogy végés 8ok valószínűségi változó összegének 
várható értéke ls egyonlő a tagok várhátó. értékének összegével. 


Viszont végtelen sok tagra már nem mondhatjuk el ugyenezt. Ál- 


eg 
talában 9. 2 1, -ből nem követközik, hogy M(Y)- 


zz S MÉ). Víszont:be lehet bizonyitani, hogy ha az 77) való- 
I 
szinűségi változók nem negativák, akkor nm: ba T,-ből követke- 
i-1. 
zik, hogy M(m) s 2 M(7). Ezt nem bízonyítjuk, de, fel fogjuk 
használni. 





- m igazolásához elég azt belátni, hogy 


. kt A fa . m, fe W Mm, h.. füg 


getlen, azonos öloszlásu valószíníségi változók, melyek várható 
értéke 0, Ezért az állítást élőgendő csük az m -— 0 speciális 
egétre bizonyítani. 

$. Feltételezzük, hogy m — 0. Ekkor azt kell bebizonyitani, 


Ennek belátásához elégendő Hzt megmutatni, hogy alkaimasan vá- 
lasztott pozítiv ko kitevőnél 

elk ( 

1) gű od) z I 


je 


hiszen ha egy sor konvergens, akkor a sor t-ik tagja 0-hoz tart 


hogy 








$1 Tosa 1 Tt...T 
(1— ca), és  lim c n 1) zs Úú-ből dim " n rt .g 
1-tsa : n-r ag 
már következik, ha ko pozitív. 


seg pb. to. k 
(2 Asz ha) c 00]- 1 


egyenértékti azzal, hogy 
ez s a 3) - 20] - o 


Ennek belátásához. pedig elég azt mogmutatni, hogy az 


s het hj 


képlettel értelmezett valószinütségi változó várható értéke létezik, 
Ugyanis ha P( 7 - e0) 7 0 lenne, akkor §t előszlásának suly- 
pontja, azaz várható értéke sem lehetne véges; 

6. A bizonyítás 6. része annak belátásával foglalkozik, hogy 
M(?) Too teljestűl, ha például k—- 4. H egy nem negatív tagok- 
ból álló végtelen sorral van értelmezve. A bizonyítás 3. pontjában 
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1643 


JV : 
in) valószínűségi. 






mondottak szerint az m- 2 ( 

. mH 

változó várható értékét a tagok várható értékének összégeként Bzi- 
mólhatjuk ki: 

MU) sZ 


rar j il 
Hi 





Y áll 4 
( mere 7 j ) várható értékének meghatározása céljából vé- 
gozzük el a 4-ik hatványra való emelést, ( 8, taxet É) 4-ik hat- 
. ványra való emelésnél a következő tipusu tágok lépnek fel: 


4 
1. fi , 


2. Í1 . ? ap, 
j 


ot! 


4. fifo f üg jék LÉK), 


ÉPT 
ni 


f ; 7 : jr) 4 (it, j;k,£ mind különböző). 


A 2., 4. és 5, tipusu tagok várható értékét a valószínűségi vál 
tozók függetlensége miatt szorzatként számolhatjuk, és m —- 0 
miatt ezen szorzatok mindegyikében fellép tényezőként a 0. Így a 
2, 4. és 5. tipusu tagök várható. értéke 0-val egyenlő: 


M( fi fp mi ép) Még 


Mi fi "T; "Tf w z M( 1) em E 


)eMt fi z 0, 





: . 
ÉL ELKEL ááásásásááásááássstl alt HEHE aa; eü 


MC lt Tt fr je e f0-M he "M( AA Me 60) 0. 
Ho) va 
20p 0 20 


Egy 1. típusu tag várható értéke e,-győl egyenlő: 


Mí f1 a 04 . 


Epgv 3. tipusu tag várható értékét a fsgetlenség miatt szorzatként 
számolhatjuk: 
ez ed Zsana aZ 
M( ú " JA s M( j9 M( s og" öz 5 Úg , 


futhat, 3. tipusu tapból 3 en: (n-) darab van; ugyanis a (4- -ik 


hatványra való emelés egy 4 tényézős szorzatot jelent: 


(Épt haj 
z ( hi bige f j tos fax fi Begert HA fi veret fe: 


Amikor a zárójelek felbontásával ézt a szörzatot összegeő alakítjuk 
át, akkor ugy kaphatunk 3, tipusu tagot, hogy két-két zárójelben 
ugyanolyan üxexü tagot választunk. Ha 1-vel azt az indexet jaeiöj- 
jük, amilyen indexü tagot az első zárójelből választunk, akkor 

4 1-től .n-ig-futhat, Ez n lehetőséget ad. 3-szorozza. a lehető- 
ségek számát, bogy a másik három zárójel közül melyikből vá- 
lasztunk még ii indexü tagot. Ha az í indexet már kiválasztot- 
tuk, akkora j számára n-1 lehetőség marad, hiszen j is 
1-től n-ig futhat, do 1-vel nem lehet egyenlő. Mindezek alapján 








I 3-es ü 3-e 
Me! 2 4 2 e PG 
--zt 7 . 2gd : 2 772. ahol eze 3-6, . 
n ri n n n 
Ezért 
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ME 


A PVÍ8 


E 
2 


Lead 

EKözismert, hogy a 2 s sor konvergens, Ííry sikerült hebi- 
mi n 

zonyítanunk, hogy Mím) cos. u 


A nagy számok erős törvénye alapján azt mondhatjuk, hogy 
ha egy valószínűségi változónak van. várható értéke, akkor a való- 
szinüségi váltözóra sök független kisérletet végözvo a mögílgyelt 
értékok átlaga körülbelül a. várható értékkél egyenlő. Ha pedig 
nincs várhátó értéke a valószínűségi változónak, akkor a megfi- 
gyelt értékek átlaga nam mutat ilyen stabilitást, hiszen a kisérlet- 

. szám  növekedtével az. átlag előbb-utóbb ininden korlátos Interval- 
. lumban kibujik. 


Tehát ha egy valószínűségi változó aloszlását ajkérült kieszelnünk, 
akkor a várható értéket definiáló szumma vagy integrál kiszámolása után 
meg tudjuk jósolni, hogy sok kisérletet végezve a megfigyelt értékek Á4t- 
laga hogyan fog viselkedni. 

A. következő pontban ki fogjuk számolni a tanult neövezeteg eloszlá- 
sok várható értékét, utána pedig néhány feladatban próbáljuk érzékeltetni, 
hogyan lebet a várható érték fogalmát alkaimazni a modéllalkotáskor. 


Mépjegyzések: 

1. A várható értéket jobb jenne állagértéknek nevezül, Ugyanis a 
várható érték elnevezés félrevezető: sokszor a legvalószíintibb értékre 
asszociálnak belőle, ami általában ktilönbözik a várható értéktől. Pél- 


dául a 
-p O d 2 
L£9. ábra 


elosziás legyalószínübb értéke -1, a várható értéke pediz 0, Sőt, ha ; 


eloszlása i 
af : f 2 
1470. ábra 
akkor várható értéke 0, holott § fel sem veszi a 0 értéket. 
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2. Az átlagot szárntani középnék is hívják. Latinul a "közép" me- 
Áiatis, innen származik a várható érték jelülésére az M. betü. 

3. Hourisztikustn eléggé hihető, és be ís lehet bizonyítani, a kö- 
vetkezőket: ha hp. jgrete Iggetlen, azonos eloszlásu valószínűségi 


változók, és a közös eloszlásnak nincs várható értéke, de az. eloszlás 
valamely ponttól balra. öső részénék ván sulypontjá (mindegy, hiogy imö- 
Íyik ponttól baíra eső. részt vesszük), akkor 


5, b... t 
P( hin TE ma KNYNMÁONNENNNNNTaA 1. - o0) 1, 


I h 
1—$ő9 


tahát majdnem biztos, hogy az áilagok Sorozma minden határon tul nő 
a kisérletszám növekedtével, azaz troo-hez tart. Ha például 
fu ot ..a független, azonos eloszlásu, nem negatív valószíintiségi 


változók, és a közös eloszlásnak nincs várható értéke, akkor nágy n 





esetén a átlag is nagy lesz. 


2. Mevezetés elősziások várható értéke 


A most következő állítások levezetésénél az. egyos lépések magya- 
rázaáata a képleteor után Ail. 


1. Állítás: Az n-edrondü p paramőterü binomiális eloszlás vár- 
ható értéke n "p. 


Bizonyítási 


n I n 
E2V ak ge ark , ni. k . 3-k 
at 4) Boc (1-p) - etni PAM 


ti 


n-1 3! kek .  n"-k 
1-2 eltart Pe ant - 


- d 1- e 
zn. 2 mbr? 1-pj 


Es SNS j gl 
Ki a) 6, hack hi 

en apő üi ) e (1-p) -n"p: prd-ph)  snep. 
£ zű é 0 


Az első lépésnél kíhesználtuk, hogy k s Ő -rá a szummázándó tag 0- 

val egyenlő és. ezért elhagyható, továbbá a binomiális együtthatót irtúk. 

fel faktoriáfisokkal, A második lépésnél kísmettüűk n-j-t és egyszerü 
sltettünk k-val. A harmadik lépésnél k-L bhölyatt £-t ittunk, A Hg 
gyédik lépésnél a faktorlálísokat binormiálig együtthatókrá váltottuk fol, 


az ötödik lépésnéi pédig a binomiális tétet hasznákuk fel. mi 


2. Állítági A A paramétert FPolsson-eloszlás várható értéke A a 


SAE A SAL Aci S AZ 
2 ol kk" Ae 2 kegy s: 2 (k-1j! 


Az első lépésnél kihaaználtuk, hogy k- 0-ra a szammázandó tag 0- 
val egyenlő és ezért elhagyható. A második lépésnél kiemeltünk 


A.e.  -t, és egyszerüsítettütnk k-vat. A harmadik lépésnél e 


helyett £-t írtunk, A negyedik lépésnél felhasználtuk, hogy 2? 7 
A 
ze .§ 





Tehát ha egy  p valószínűségű eseményre fügfötlén kisérletsorozatot 


végzünk, akkor átlagosan minden 1. ík kisérletre következik be az 
esemény, PF 


Bizonyítás; 

I k-I k-1 ; i 
2. k:(1-p) ps p2 kg -p2 d a) 
kel k-1 kel 7 

Fv 
ap:L(5 P)-p.-1/A)a. Keeta . 1 
sz "da d 7 B" úg 1-a m ps 2 ps 
K-i i 11-d) 
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Az első lépésnél. 1-p hölyébé Ű-t irtunk, és kíarmeltüök p-i. A m§- 


sodik lépésnél észrevettük, hogy kg kel nom egyéh inint d -nak d 
szörinti deriváltja, A bagmüdik lépésnél felhasználtuk, hogy ezen hat- 
ványsor esetén lajs 1-re az összegzés és a doriválás sörrendjé fel- 
cserélhető. Á negyedik lépésnél a végtelen mértani sör ösizégképletét 
írtuk be. Áz ütödík. lépésnél ölvégeztük, a. deriválást, A hatodik lépésnél 
egyszerüsítettünk p-vel. ij 





1 


Bizonyítás; Az expongnojális eloszlás sürüségfüggvőnye a [- ov, o] 
intervallumon 0-val egyenlő, ezért a várható érték kiszámításánál csak 
0-tól too kíg kell integrálni: 


fz : Ae -A E gxz Ar [dr dx 5. 
a Ú 











Az első lépésnél kiemaltúk A -t, utána pedig parciálisan integrál- 
tunk. HI 








5. Álitás; 3 
gr-úgöneE 
Bizonyítás: A várható érték nem létezik, mert ( IX] " ix dx — 
Tzlsezi I aa 
1 . na 
1—— a-b [25 a-b [docAuthor 
Zo HT "rÜtz) 3 Hx a 
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6. A várható érték. alkalmazása a modellalkotásban 


Néhány példán kerésztül bemutatjuk, hogyan lehet a várható érték 
fogalmát ülkalmazii feladatokban. 


1. féladatr (Hogyan potyázzunk?j A budapesti villamosjegy árá 
1 forint, AKI jegy nélkül utazik, És ellenőrrel találkozik, köteles je 
gyet váltani és. 56 forint bűntetést fizetni. 

Annak, akinek niúcs bérlete, rövidebb utón érdemes potyázni, 
mert kicsi a valószínűsége, hógy ellenőrrel tálálkozik. Hósaszabb ut 
esetén ex a valószintiség nagyobb, ezért hosszu uton nem tanácsos jegy 
nélkül utazni. 

Nap mint nap villamoson utazunk, Jó lenne tuűni, hogy hol van a 
kritikus határ, amelynél rövidebb utázás esetén gázdáságos, dé iimély- 
nét hosszabb ut esetén veszteséges dolog jegy nélkül utaznt, 

A feladat a követkoző; alkossunk egyszerü, de a problámát minél 
jobban leirő modellt a jelenségről! Adjuk meg a kritikus értéket olyan 
mennyiségek függvényében, melyeket - ha nem volnánk becröilétesek és 
polyázni akarnánk - ma ténylegesen meg tudnánir határozni. Utaljunk rá, 


Egy lehetséges megoldás: Legyen 


P (két megálló között találkozom ellenőrrel) — p, 
ekkor 
P (két megálló között nem találkozom. ellenőrrel) - 1-p. 


rüggetlenséget feltételezve 
P (n megállót utazva nem találkozom ellenőrrel) z (1-pj" , 
P(n megállót utazva találkozom ellenőrrel) - 1-1 -py ; 


Ha az n megállót mindig becsületesen utazom, akkor a költségem min- 
den utazásnál 1 forint. Ha polyázva utazom, akkor (1-8 valószínűség- 
gel 0 forintért utazok, 1-(1-pj? valószínűséggel pedig 51 főrintért. Ezért 
ebben az esetbon utazási költségem várható értéke 0. (1-pjó 

. 4-4-pp) 51 - 51-(1-py. 

Összevetve a "becsületes taktikát" a "potyázós taktikával" az 
1 5 51- 51-4-pj" egyenletből látjuk, hogy a keresett kritikus érték: 


to 52 
ÉSI 


— dog (1-p)" 
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p meghatározása céljából tegyük fel, hogy égyidőben E ellenőr dólgo- 
zik a villámosókon, és V darab viltamoskócsi ván forgalomban; Ha 
feltételezzük, hogy egy kocsira egyszerre több ellenőr nem szált fel, 


ikkor ( E) féleképpen. választható ki a V darab kocsi közül az az 


g daráb, mélyen ellenőr van. Ha özök a kombinációk egyformán való- 
színtlek, és feltételözzük, hogy égy ellenőr két megálló közt végig tud 

vizsgálni egy egész villamoskocsit, akkor annak a valószínüsége, hogy 

két megálló között találkozom ellenőrrel: 





B 17 VI 
7] Ej (V-E)! 


Ezért p megliatározásához az ellenőrök és. a villamoskocsik számát 
kellene kinyomoznunk. Hi 


Megjegyzés: A feladat megoldására természetésett más módoelleket 
ig lehet készíténi, mélyek más eredményekhez vezétliótnék. Érdemes 
méggöondolnt, hogy a különböző megoldások eredményei mennyire térnek 
el egymástól: két jó megoldásnak legalább nagyságrendílég megegyező 
eredményt illik adni, 

Gyakorjati fontossága miatt többet foglalkozunk a Poisson-eloszlás 
alkalmazásatval, Emlékeztettink, hogy ha sok, pici valószínűségü, flg- 
gellen esemény esetén azt vizsgáljuk, hogy közülük hány kövétkezik be, 
akkor éz 4 valószinűségi változó Polsson-öloszlágutak tekinthető válami- 
lyen paraméterrel, Később áz is kiderült, hogy 3 paraméter egyenlő a 
várható értékkel. 


2, feladat: Engem egy nap átlagosan négyen Szoktak. télefönon fel- 
hivni. Mi. a valószínüsége, hogy holnap 

a) híriman hivnak fel, 

b) legalább hárman hivnak fel? 

c) becsüljük meg, bogy egy évben hány olyan nap van, amikor 
senki sem hiv feli 


Mégóldás:;. A telefonhívások száma valószíntiségi változó, melyet 
Palssón-előszlásumak vehetünk — a feladat szövege ülapján - 4 paramé- 
terrel, Ezért a keresett válószíntiségek: 





ád  -4 
aj) ETÉS - 02 , 
. ű 1 a j 
valva d ca A a) . 
bj I - (4 e ÉT § TF 21 ú /7 076, 


c) Annak 40 valószínűsége, hogy az év egy kiszemelt napján Senki 


365 " 0,Ú2 7, 3 olyan nap lesz, amikor senki sem hiv fel. li 


sem hív fal 


3. feladat; Tapasztalati tény, hogy augúszétus közepén az éjféli 
órákban tiz percenként átlagosan egy ocsitlaghullást lehet látni Galya- 
tetőről, Mi a valószinűsége, hogy tizenöt perc alatt két csaillahullást 
látunk? 


Megoldás: A tizenöt perc alatt lehulló csillagok. száma. valószíriti- 
ségi változó, melyet Polssonreloszlásunak véhetünk. f5ok hulló ecsillág;, 
kicsi valószínüség, függetlenség). Ha tiz perc alatt kb. 1, akkor tízenöt 
perc alatt átlagosan 1,5 esillaghullás várható. Ezért az öloszlás para 


méterét I, 5-nek vesszük. Igy a kerésett valószínttség; gy 3 
m 0,25. Hi 
Hasznos, ha a Kedves Olvasó kitalál egy pár rossz megoldást, és 


meggyőződik róla, hogy azok hibásak, Például könnyen rájön az ember 


azökraá a göndolatmenetekre, melyek eredményeképpen í vagy 3 


adódik a keresett valószínüségre. 2 ü 
A következő feladat pőlida arra, hogy a "mindennapi életben"? ho- 
gyan gondolkodik az, aki jól megértette a Poisson-eloszlás jelentését. 


4, feladat: Áugusztus 12-én egy barátommal Indiában kirándultám. 
Mindkettán kalápot viseltünk. Az enyém átmérője kétszer akkora volt, 
mint a barátomé. Gyalogutunk egy pimpóligeten vözetett kereszttll. 

A ligetben vastagtörzst fák tetején kb. 10 méter magasan piroslott az 
érett és hűsérés ménnyiségü pimpóbogyó. Az erdő szélén tábla állt: 
"yigyázat, pimpóéréskor, azaz aug. 1. és 31. Között a fákról lehulló 
pimpóbogyó kimoshatatlan foltot hagy a kalapokont, Minöketten elcsodál- 
koztunk, mert még egyikünk sem hallott pimpóerdőről és ema veszede- 
leinről. Én ezt mondtam barátomnak: "A te kalapod négyszer akkora 
valószínüséggel fogja meguszni ezt á sétát, hiszen területe az enyémnek 
negyede". 0 ezt felelte: "Ugy tünik, területet tudsz számolni, de a való- 
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szintiségszámításhoz nem sokat értesz. Lehet, hogy: kijelöntésed iiogfe- 
lel a valóságnak, dé mostani ismereteid alapján insgalabozáttan, fi 

Mutassuk mog, hogyan gondolkodott a bárátóm! Indokoljuk. meg 
válaszának jógósságát! Utaljunk rá, hogy a fenti mese egyes tényet 
hogyan jutnak. szerephez a matornatikai modellalkotásban ! 


Útmutatás: Vazegstk be a következő valószínűségi változót: "ahány 
pimpő. a kelapomra esik", és eszeljük ki az eloszlását! Gondolkodjuri 
ei azon, hőgy özt ménnyíre tekinthetjük ismertnek! Végezzünk hasonló 
vizsgálódást a barátom kalapjával is ! 


Megoldás; Feladátunk szerint a pimpőtermés viszonylag hodgszu idő 
(1. húnap) alatt érik be, bizonyára többé-kevésbé ögyenlétösen. (Nekünk 
legalábbis az erdő szélén talált tábla ozt sugallta.) Igy ánnak a valószi- 
nüséges, hogy A mi pár őrés Sótánk alatt egy konkrét pimpó éppen az 
én kalapomra éssen, nagyon pici, Viszont a lecsésré érett pinipők szá- 
ma, a bőséges termés minít igon nagy. A pimpók lépötyogásának filgget- 
lenségét többé-kevésbé alátámasztja az, hogy a fák miagasuúk, törzsük 
vastag, és igy a piímpók "önszántukból" esnek le vagy nem, Nem aitól, 
hogy például én megbotlom és neki esem egy lának, mire a rázkódástól 
lézudul a fa pimpótermőse. Igy elfogadható modellnek tünik azt feltéte- 
lezi, hogy a kalapomra. hulló plmpók száma, mint valószíntiségi változó, 
Polsson-eloszlásu, De milyen paráméterrel? A paraméter, Azaz a vár- 
ható érték tapasztalatok birtokában ismertnek vehető, de kijelentésem 
idején én nem rendelkeztem semmi tapasztalattal a pimpóerdőkkel kap- 
csolatban (még sosem hallottunk. pilmpőérdőről). Viszont a józan ész 
számára világos, hogy négyszer akkora területre átlagosan négyszer 
annyi pimpó várható, tehát ha barátom paramétere A, akkor az 
enyém 44. 

A meguszás nyilván azt jelenti, bogy nem esik pimpó a kalapra, 
Vagyis én a szóban forgó két Póisson-eloszlásnak a 0-hoz tartozó való- 


szinüségeiről állitottam, hogy arányuk 4-gyel egyenlő, azaz 2 KA m 4. 





Ez Az a z 046 esetén teljesül is. Tehát nekem is lehet igazán, 
űe A-ra vonatkozó ismeretelm hiányában ezt akkor nem tudhattam, 
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5. feladat: Fogaűjuk 6l, hogy 





1970 óta Főldüük légi forgalma az Évszákoktól függetlenüt 





"Állandó szinten van, 
éa hágy azóta 4-ször kevesebbszer fordukt elő, hogy 


egy repülőszerénösétlénség után 4 héten át nai. völt Föpt- 
löszerencsétlenség; de az 5. höten volt, 





mint . shányszor előfordult, hogy 






egy repülőszereneséttenség után b héten Át tem volt ré- 
púlőszerencsétlenség, de a 3. héten valt. 





Átlagosan hány repülőszerencsétlenség történik 30 nap alatt? 
Megoldást Legyen 


s. áhány repülőszerenesétlöngég történik 1 nap alati, 
-— ahány repülőszerenesétlenség történik 30 nap alatt. 


8 és Mm nyilván Polsson eloszlásunak tekinthető (miéórt?), és 4, várha- 
örtéke f várható értékének 30-szorosa.. Ezért É eloszlásának para 
méterét A svai jelölve M(m)—30- A , Legyen 


P (egy kiszemélt napon nincs repülőszerenesétlenség) "zt 


Aés p között a következő kapcsolat Alt fenn: e? z B(F - 0) -p, 
azaz Az in . A feladat 1f várható értékét kérdezi, amihez elég 
lenne p-t meghatározni. Áz egymásutáni napok. repülőszerentsétlensé- 
seinek folyamatát függetlennek tekintve; 

egy repülőszérenesétlenség után 4 héten át nincs, 
de az 5. héten van repülőszerenesétlonség 


— (pi a-p), 


de á 3, héten van repülőrenesétlenség 


-GY 6-9), 


(ési repülőszerencsétlenség után 2 héten át nincs, 
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RG e ENNE 
A feladat szövete alapján 4 (7) C 7] (e) Ce). innen 

mi - 

mp 


Va , és ebből M(TJ) — 30 A s cso ny 2 


65. feladat: A bérgengőc villanykörték izzószálában szennyeződés- 
ként kén is van. Véletlentől függ, hogy meünyi. (Bergengóotában nagy 
a rumli, ) Tapasztalatunk szerint az izzőszálban lévő kén grammokban 
mért menüyisége 2 piraméterű exponenciális eloszlásu valószínűségi 
változónak tekinthető. Az izzószálban lévő kén mennyísége hatással 
van a villanykörték élettartámára. A bergentőt villanykörték olyanok, 
bogy ha x gramm kén van az izzőszálban, akkor az izzószál élettar— 
tama napokban kifejezve x paraméteriü exponenciális eloszlásu való- 
szinüségi változó. Vizsgáljuk meg, hogy érdemes-e MÁDE IN BERGEN- 
GOCIA feliratu körtéket venni a boltokban! 


Megoldás: Tekintsünk egy bergengóc villünykörtét és legyen 


- ahány gramm kén van az izzőszálbán, 
77 a villanykörte élettartama, 
Meg kellene határozni " eloszlását, Ehhez elég lenne meghatározni 


és " együttes eloszlását, A feladát szövege szerint y eürtiségítiígg- 
vÉnyei 


f(x) — 





Tj-nak a $ - x föltétei melletti feltételes sürüségfüggvénye: 


ggg jts ze 
Ú , ha y d 0. 
Igy az együttes sürtiségfüggvény: 
2 ek XI sz Bxe AGYI na 


hígy) - ffx) : gy 8 xs. Ax ; euként xy 2 0; 
i Ogy ni, 


Ebből új! sürüségfüggvényes 


178 


E Bag 2-2, ha y30, 





f. téty) 
gs j híx,y) dx — 
7 egyébként, 
"1-nek nincs várható értéke, mert 
0 a 0 zi 
2 nt gy . ia 
five av - fr av 2— a 2] a - 


zt E av ) sz ma 
3 2 


A második egyenlőtlenségnél azt használtuk fel, hogy y 5 2 0 esetén 
át ta a by , "€t nem negatív, így ha sok bergengőc villanykörtét 
(24 yy 
vizsgálunk, akkor a Nagy számok erős törvénye e, pont végén tett 

3. megjegyzésünk szerint az Átlagos élettartamuk nagy lesz. Kár, hogy 
hiánycikk ez a villanykörte tipus. HÉ 


EVENT 
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XI. SZÓRÁS, MEDIÁN 


1. Pontréndszer szórásnégyzéte és szórása 


n darab Zjrsera 2 valós szám n darab ínem feltétlenül kti- 
lönböző) pontot jelöl ki a számegyenesen, Á pontrendszer eltielyezkédé- 


ni 
séről bizónyos értélemben képetada z- - 928 z, átlag, Ág átlagér- 
HL 


ték megmutatja, hogy melyik az a szám, amely körül a pontrendszér 
elneiyezkedik. 

Könnyü elképzelni olyan pontrendszert, mely az átlág köré tömö- 
rülő pontokból áli, és olyat ís, mélynek pon$ai jobban szét vannak. szór- 
va az átlag két oldalán. A szóródás mérőszámául szolgálhat a pontoknak 


az átlagtól való távolságainak az átlaga: 3. 2 z- zI - Ugyanis ha a 
ii 


pontrendszer az átlag köré tömörül, akkor a Iz, — 7Í távoldágok ki- 


csik, ha pedig a pontok szétszórtan helyezketnek el, akkor ü ] 2. -z] 
távolságok riaryok. 

Sok matematikai probléma esetén az abszolut érték kezelése na- 
hézkes. Kényelmesebb, ha a zj- z különöségeknek nem az abszolut 
értékét, hanem a négyzetét vessztik, és ozek átlagát tékintjúk a szóródás 


n . 
ír 1 — A . . . . 
mérőszámául: n 2 (2, - 2) , Ez persze a szóródás másik kiértékelése, 
j hi n 


n 
hiszen általában íz pa E - 2] É h pa íz, - gy, Önkényes , hagy 
ng! hu ! 


ki hogyan értékeli ki a özórödást. A fontos csak az, hogy ha a szöródás 
nagy, akkor a szóródást mutató számadat is nagy legyen, ha pedig ki- 
csi a szóródás, akkor kicsi. Tekintve, hogy a négyzetra emelés monoton 
művelet (nagyóbb távolság négyzete is nagyobb, kisebbé kisebb) eme ki- 


n 
vánalomnak elegét tesz az - s íz, - 7 számérték. 
1-1 
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A éj a sss ag számok által a jolötk pontri 
tének nevezzük az 15 (2 TP gzámértéket. Tekintve, hogy a 
a í-1 
gyükvonás is monoton ran Aa szóródás mérőszámául szolgálhat en- 








15 (2, - gy . Ezt szórásnak nevezzük. 
Mg 


nek négyzétgyőké is: 


Megjegyzések: 
1. Általában 








n T—— an. 
E L 5 íz; - zy zi z ai Az 7 zi ffi 2 lez , 
i-1 ii B gi . 1 
hiszön a gyükvonás és az átlagoláa sorrendia nem cserélhető fel. 
2. A szórásnégyzet á szórás négyzete, ezért hivjuk igy, 


2. Valószínűségi változó szórásnégyzete és szórása 


Tekintstnk egy eloszlást, azaz konjünk. azét festéket a számegye- 
nesen, A szétkent fostéknek mini tömeggel rendelkező anyagnak valamely 
c pontra vonatkozó tehetetlenségi nyomatéka ismert, szemléletes fojar- 
lom, Értéke dé sa 


2 (xy -ey "Bi ha az eloszlás diszkrét, 


[mr] 
j (x-ej . (xi dx, ha az eloszlás Folytonos, 


am TEHER 
kae 


2. tx-ej " B; t j tx-oj - fix) dx, ha az eloszlás kevért, 
i 





"ej 


A tehetetlenségi nyomaték a felírt sorok és integrálok értékétől fHigyőén 
véges vagy végtelen. Mint tudjuk, kitüntötétt szérepe ván a sulypontra 
vonatkozó tehetetlenségi nyomatéknak: ez kisebb, mint bármely más 
pontra vonatkozó tahetetlenségi nyomaték, 

Égy valószinűségeloszlásnak áz eloszlás várható értékére (azaz 
sulypontjára) vonatkozó téhetetlenségi nyomátékát - feltéve, hogy ez a 
nyomaték véges - az eloszlás szőrésnégyzetének, ennek négyzetgyökét 
pedig. szórásnak neyezztlk, Ha a tehotetlenségi nyomaték végtelen, vagy 
pedig az eloszlásnak ninős sulypontja, akkor a szórásnégyzetet és a 
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szórást nem értelmezzük. Egy valószínűségi változó eloszlásának 
szórásnégyzetét filetve szórását j 
tének illetve szórásának nevezzük, és D2tÉ j-vel, tletva D( vel 
jelöljük. (Szóródás Jantnul: dispersío, inneva D bétü.j Te 






ahol m : Z app ha. az. eloszlás 






jj diszkrét, 
nö 
DÍ, b) mt j ér-e fíxydx, abol m: fr200 ax, ha az eloszlás 
Zoo ; Zoo folytonos, 
em 
; vi j 2 
2. fem) "Bp" j (x-mj) " fixd dx, ahol mz 
1 
— a 


7 2. xpt j Xx:Fx) dx, ha sz eloszlís kevezt, 
I 


zni 


feltéve, hogy az m — M(Fd) várható érték létézik, és a DS jrt de- 
fimiáló sor illetvé intográl értéke véges. 

Vegyük észre, hogy egy m várható értékü £ valószínűségi vál- 
tozó szőrásnégyzete a ( F- mjé valószínűségi változó várható értéké- 
vel egyenlő: De h: MÉG honi mi . 

A következő tétel valőszinüségszámítási jélentéssel ruházza fel a 
most definiált fogálmakat. Vegytk független, azonos előszlásu valószi-. 
nüségi változőknak egy végtelen h1 lant sorozatát. Két eset he: 
hetséges: 

1, eset: a közös eloszlásnak nincs szórásnégyzete, 

2. eset: a közös eloszlásnak van a szórásnégyzéte, melyet 6- 

tel jelölünk. 


Tekintsik az első n darab valószínűségi változó megfigyelt ér- 
tékéből adódó pontokát a számegyenosen . Ennek a vélétlentől függő pont- 


rendszernek a szórásnégyzete Ho pl ét Vö f9 ] . 
1 B 

(Az 3 9 átlag jelölésére É "helyett Én -t irtunk annak kifejező- 
a ej B 


sére, hogy Én az első n darab megfigyelt érték átlaga.) 


Í77 





See Eg 
n-$00" fi j1 E 





növekedtével a közös eloszlás SZÓTÁSNÉG zetéhez tart 





Mível a határértékképzés és a gyökvonás sorrendje felcserélnető 
mindaz, ümit a szórásnégyzetre elmondtank, szórásokra is áffogaimaz- 
ható. 


Bizonyítás; Bár a tétel 1. állítása akkor is igaz, ha a közös el- 
oszlásnak nincsen várható értéke, bizonyításunkban feltételezztik aA vár- 
ható érték létezését. Legyen m 5 M( j1 fi — 1,2,...). Az alábbi azo- 


nosságról bárki meggyűződhet a négyzetreemelések elvégzésével 
n n — . — 
1 pi 2 Í - A ra 
iget ef f9- 
n ma i n a n n 


A nagy számok erős törvénye szerint majdnem biztos, hogy 
f —a m (1—- oo), ezért az egyenlőség jobb oldala majdnem biztosan 


0-hoz tart, Ez maga után vonja, hogy az egyenlőség bál oldalán áiló két 
átlag egyformán viselkedik n-sosesetén, Ezért elég, ha az 
15 ( ha m) y. átlaz viselkedését vizsgáljuk; Mint említettük, a 
Uj 
É f - mj tü — 1,2,...) valószínűségi változók várható értéke meg- 


egyezik a E; (7 1,2,...) valószínűségi változók szórásnégyzetével: 
/ 2ZV . né, É,. ; 

Az 1. esetben, amikoris ( 0; s m)-niek nem létezik várható értéke, a 

Nagy számok erős törvénye c. pont végén tett 3, megjegyzésünk értel- 


mében h L S í hm majdnem biztosan ít cop-hez tart h—-ros 
j Ed : - 
FA áz 
esetén, A 2. esetben, amikor ( 81 - m! -nek a várható értéke 6 -tel 
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egyenlő, 4. nagy. számok erős törvénye alápján 15 "tf, - mé májd- 
nem biztosan 5"-hez tart n-ras esetén"! 


A tétel alapján látjuk, hogy ha egy Sszórásnégyzettel rendel- 
kező valószínüségi változóra saj függetlén kisérletet végzünk; ak- 
kor a kisérleti eredményékből adódó pontrendszer szórásnégyzete 
körtübelül á valószínűségi változó szórásnégyzetéve! egyenlő. Ha 
pedig a válószíntűségi változónák nincsen szórásnégyzete, akkor a 
kisérleti eredményekből adődő pontrendszer szórásgnégyzete a ki- 


sérletszám növekedtével minden határon tul nő. 


3. A szórásnégyzet és a szórás tulajdonságai 


Jelöljük $ várható értékét m -mel Mivel ( É am) 270 
M(( my] - ú akkor és csak akkor, ha a ( -my - ú esemény 
ma iztos, Ez pedíg annyát jelent, hogy a f£- m esemény majd- 
nern biztos, Azaz a valószínűségi változó eloszlása egyetlen nontra 
koncentrált elfajult eloszlás. Tehát egy. valószíntiségi változó szőrásnégy- 
zete (és szórása) akkor és csak akkor 0, ha valósziníiségi változó csak 
egyetlen értéket vehet fel. Ez összhangban van azzal, hogy. egy test ta- 
hetetlenségi nyomatéka. akkor és csak akkor 0, ha a test pontszerit: 


G 





-f a 1 
172. ábra 


Első tételtnk a mechaníkában Steiner-tételnek nevezett formula 
megfelelője, ezért mi ils igy fogjuk hivni. 





Steiner-tétel: Ha a j valószíhűségi változó várható értéke mm, 
c pédig valós szám, akkor M(( § -ef) z M (( j -my") 1 (m-ejŐ, 
Bizonyítás: 
BR 7. 4 2 2 
( £70) - (t§-m t lm-e)) 7 (ém) t me (Am " (m-e) t (m-e) . 
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A várható értéket tagonként képezhetjük; 


míte-ey) -M ( fm) 48 mt -mj) (m-e) 4 (mo). 


Et a jóbb oldal Hi tagjánál azt használtuk fel, Hogy áz (m-e) 
könstáná a. várható értékből kiemelhető, és hogy M( É -im) s 0. Á har- 
máűdik tagnál pedig azt használtuk fel, hogy (m-ejé konetáns, B Így 
várható értéke önmaga. Ni 

A Stelner-tételnek nyilvánvaló következményes: 





Stelinör-égyenlőtlenség: Ha a f slószinüsé Ö 4 8 változó várható i 


m, ce pedig valós Száma akkor: : M(t 6-0) "2 tj rt b Egyenlőség . akkor 
és csak : lehe a e7 


1. folytanos eloszlásu, és sürüségfügírvénye Í, akkor a Steiner- 
egyenlőtle égot igy iz megfogalmazhatjuk: Ha f egy nem. negativ függ- 


ada Ér 
vény, mélyrő j flx) dx - 1, fe . f(xj dx Looég ms j X :(x) dx, 
ee ÜT ráz mázsa 
I ea 
. akkor f (x-ey, fix) dx 2f tx-my a fíxh.dx. Rt egyenlőség akkor és 
am jeti, — 


csak akkor állhat, ha c — m. 

A. Stelner-egyenlőtlenség érdekes összefüggést fejez kl a várható 
érték és a szórásnégyzet között: 

Egy valószínűségi változó konstansfől vett eltérése négyzetének 
várható értéke akkor minimális, ha. ez a konstang ú valószínűségi vál- 
tozó várható értéke. A minimális érték pedig a szórásnégyzet, 

2, tétek Ha £ valószíntis égi i változó, 1 és b pedig konstansok, 
továbbá úi Béni ak 4- b, akkor p" (9) z ap D (4 Dín ) ezi ba[ DF). 

Bizonyítás: d) várható értékét jelöljük megyet, An várható érté- 
két jelöljük mor 


Li na a " ls , 


Mm, 7 aem 


1 "ga 


It 
tj 

i 
B 
test" 
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ti m.j 


DÍ ze DÍ É) 
DE) e [abD(g). om 


A szórásnégyzetet az alábbi tétel szerint a legkényelmesebb kiszá- 
molri: : . 


H 


a. ( új - md a 


3. tétak ré § ) 5. Mt. új. vi MC) ús 


szavakban: egy valószínűségi változó szórásnégyzete egyenlő a va- 
lószíntségi változó. négyzetének várható értéke minusz A valószínűségi 
változó várható értékénök az. négyzete. 
Bizonyítás: MÉ ) -t jelöljük m-mel; 

(f- mó s ű 72. fma m, 
így 
2 ( ay 2 Mi 2 
De) "M(€- my ) ME - 2MÉJ em em vi 
Em Mi E) — mé, ol j 

A tétel által javasolt eljárás valóban könnyen járható, mert 


2. xi "Pp diszkrét egetben, 
í kh "1 






a 
j Da, Él) dx folytonos —— esetben, 


e azota 


era 
2 xi e j ző . flx) dx kevert ezetben. 
- —- an 


igy 
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I 3 4 et 
— g 3 
2 KIP 7. 2 X:D. diszkrét esetjen, 
id Xg d 


je " f(x) dx -( [enem az) 
folytonos esetben, 


kerj 


2 
2 Kp, (8 . f(x) dx - "a 4 fe . Hx) dx 


j 





os kevert esetben. 


A szórást pedig ugy szokás kiszámolni, hogy. meghatározzuk a 
szórásnégyzetet, majd ebből gyököt vonunk. 

Példaként meghatározzuk a binomiális eloszlás szórásnégyzetét é3 
szórását. 





ÁNitás: Ha . § n-edrendű p jaramétori, binomiális éloszlásu 
: d változó, akk np(i-p), szórása 








2 n-1) ! 
— nep BZ ker LL — 


k-1 
ndi B") 
mi (Ung PF 


ni 1 
s npr 9 (fe §i JJ . pl.1-pj e 
50 


— Hh- 


ma 


(E tföetaaetn 


4 pal (7) pt. ame) ne porta) pt 1) 
VA 


a. 
5sn:r:p - n-po$nur mp. 
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Az első lépésnél elhagytuk a ks Ő tágot és A binomiális együtthátó- 
kat faktortáligöokkal irtuk. fel, A második lépésnél kiemeltük n.:p-t, 
és egyszertisítottünk k-val. A harmadik lépésnél k helyére tti. 
et irtunk, és a. faktoriálisokat binomiális egytütthatókra váltottuk fe 
A nögyedik lépésnél két részre bontottuk áz Ösözégöt. Az ötüdik Tépés- 
nél felhasználtuk, hogy az (n-ijredrendü, p páraméterü binomiális 
eloszlás várható értéke (n-ik:p, és hogy az eloszlás tagjainak östize- 
re 1-gyel egyenlő. Ezek alapján: 





4 z 2 2 § 2 j ; 
D ( f? z M( : 347 Mi § ) -—n-p-üpta pr m-pjó —-m:p.íl-p), 
Di ő) z gfn ep :(1-p) . MH 
4, tétel; Ha E és 41 független valószíntségi változók, akkor ösz- 

Örásni 3 


ze - enlő a szórásnégyzetek összegével 





Dj 60- DÓ Ér Dtw). 


ERTE begyen z ae 9 - 7 - Mí7) Ekkor 
M(É me) z 0. Független Valós ségi VANtOZÓK szorzatának várható 
értéke a várható értékek szorzatával egyenlő. Ezért. ME. a) s 
m M( p: MC) z. 0, Ézt felhasználya 


tm — 


Dés) s mra?) sz mg? 4 Kt tm) 
Ms Mg em) 


DÍ$) s 2. M( 6) MM) 4 D 4 Le 


9 epe ú " 0 4 DÍ) z 


11 


I 


DÍL6)t DÍGY. B 


Megjegyzés: Szórásokra nem ígaz ilyén összegzégi tulájdonság. 
Ha például t és tüggotlen, azonos eloszlásu valószínűségi változók 


közös 6 szórással, V3.E pigrhs Di pap (mj si 68. 
Tehát: D( Ért 9: (2.67 265 (hr DC 
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4. Medián 


Tekintsünk egy valószínuségeloszlást. Az. egyszerüség kedvéért fel- 
tesszük, hogy az eloszlás folytonos. Sürüségfüggvényét £-fel, eloszlás: 
függvényét F-fel jelülfük. 

Az F hátárórtéke (- c3)-ben 0, ítostben 1, monoton növe- 


kedő és folytonos; Ezért találhátó olyan Vadi szám, hogy Ft a sz p . 





173. ábra 


Ilyen A szám több ís lehet, ha F egy intervallumon 5 -del egyenlő; 





174. ábra 


A AA számot a szóban forgó valószíníségeloszlás mediátijának na- 
vezzük, ha F() nő . Ez annyit jelent, hogy a (- oo, Vt intervalium- 
ra, és Így persza a (4 4 aa) intorvallumra ís, : festékmennyiség 


van kenve, Tehát a medián megfelezi a Festékménnyiséget: tőle balra is 
és jobbra ís fél-fél festékmennyiség van: 


Íg4, 





175. ábra 


Nyilvájvaló, hogy a medián csak akkor. nem egyértelmű, há. a Bij- j 
rüségfüggvény olyan, amilyen sürtíségétggyőnyt üz álábbi ábra. mulat: ki 





1768. ábra 


Nyilvánvaló, hogy égy szimmetrikus eloszlás mediánia a szimmet- 
riapont. Például a Csuehy-eloszlás mediánja a számegyenes 0 pontja; 





da 
177. ábra 


A A paramétert exponenciális eloszlás mediánját az 
F(/) - 1-g AA 1 Fi egyenletből kapjuk: AA - He . 


A medián a várható értékhez hásonlóan az eloszlásnak bizonyos 
értelemben vett "közene", Várható értéke nem minden folytonos eélősz- 
lásnak van. (Például Cauchy-eloszlás,) Mediánja azonban minden folyto- 
nos eloszlásnak van. Ha pedig van várható érték ís, akkor a medián 
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killőnbözhet -a várható értéktől. Például a A paraméterű öxponenciálig 


előözlás. várható értéke ky mediánja pedig "a ma . 


Egy valószíntségi változó eloszlásának medián át a szóban forgó 
valószínűségi változó mediánjának. ia nevezzük, A § valószínűségi vál- 
tozó mediánja tehát az a /4 szám, mölyre foljásütl, hogy Pi £ 2 AE 


FÉEZM Eg 


Egyotlön tételt mondunk ki a tiediánnal kepcsolátban: 








várható tő értéke, e pédig valós szám, ídkkor .§ - el valószínűségi 
változó várható értéke akkor minimális, ha 05 je ahói ahol 4 a § ee ine— 
Alánja: M(I§ — el) 2 MI §- Ad. 

A tételt a következőképpen is megfogalmazhatjuk. Ha E egy való- 


szinüúségeloszlás sürisépfüggvénye és f Ix[ f(x) dx 4 ca, továbbá Fát 


Az aA szám, melyre ml köen 
AA 2 ; 
j Hz) dx 5 j fix) dx a , 
akkor 


j Iz - el. fg) dx 3 fs - AAJ-ÉGE) d . 
— ea a I 


Szavakban kifejezve pedig így szól a tétek égy várható értékkel 
rendelkező, folytonos előszlásu valószínűségi változó konatanatói vett 
eltérése abszölut: értékének várható értéke akkor minímálts, Ha ez á 
konstans a valószínűségi változó medjánja. 


Bizonyítás: 
híx, e) ix - el: 
aa 06 
ge) - fire] et) ex 7 [Doo f(x) dx , 
eggs Í Esés 
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g (e) nt 1 Híxe) f(x) dx j 2 ge) "(xy dx, 


av) a. TRE 


1, hü 
Te híx, e) mm. 
sk, ha 


c 


gt (ej íj Ex) ax - f 10 üx 


di ék 


, 6, 
: b, 


70, 


gy 


eg e 


ge 


KAB; 
X e, 
ha 6 § AA 
ha c — AA 
ha c 2 


A derivált előjeléből kiolvasható , hogy a g függvény minimunihie- 
lye a c - Apont. (A fentiek során felhasználtuk, hogy az integrá- 


Ezt ott az tetté lehető- 


vé, hogy f Iz] -f60 öx Z0n, Ennek a kérdésnek á részleteibe 


- lás Cs a dertválás sorrendje felcserélhető, 
nem bocsátkozunk, ) W 
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XHőH. REGRESSZIÓ 


. 1. Regressziós görbék 


Legyenek si a valósziiüségi változók, Felmerülhet annak szük- 
ségessége, hogy inegadjunk egy y 5 kíx) függvényt, aminek segítségé- 
vel ( megfigyelt értéke alapján típpelúnk 7) -iui E inegfigyelt értékét 
behelyettosítjük k-ba, és ff -t kr fj-vel közelítjük, Például hasznos 
letet, ha a Duna bécsi vizállásából Konkrét számértékkel lehet tippelni 
a két nappal későbbi budapostt. vizállásra. Az ilyen jellegü problémákat 
- amikor egyik. valószínűségi változóból a másikra. valamilyen függvény 
segítségével kell tippeini — i egressziónák nevezzük, 

Rogrossziós problémával már volt dolgunk. (Iiad: Feltételes el- 
oszlás diszkrét esetben c. pont feladatát.j Moat azonban folytonos előosz- 
lást tételezünk fel, és klésít más lész a problémához wáló "hozzásliá- 
gunk" , 

A bécsi vizállás ismeretében ném lehet: pontogan iögmondani a. 
két nappal későbbi budapesti vizállást. Ezért. tippelési eljárásunktől sem. 
lehet elvárni, hogy pontos legyen, azaz, hogy kít€ti egyeniő legyen. 

. H-val. Sőt, ha az együttes eloszlás folytonos, akkor skáriilyen K 
függvény esetén az ap 7 k 1 esemény valószinűsége 0. (áz 7 ki 
egeménynek megfelelő aikbeli halmaz az y s kízj görbe; Az 87 z ki b 
esemény valószínűségét megkapjuk, ha a sürüségltíeevényt ezen 4 gür- 
bén mint sikbeli halmazon integráljuk.. Viszont a görbe tértlete 0, ezért 
az integrál értéke ís. 0.) Tehát akármilyen tippelési eljárást ís alkalina- 
zunk, majdnem biztos, hogy a tippelésünk hibás lesz, Azt azonban sze- 
retnénk elérni, hogy Aa tippelési eljárásunk a lehető legjobb legyen, azaz 
valamilyen értelemben a hiba a lehető legkisebb legyen. Attól függőén, 
hogy a tippölés hibáját milyen értelemben minimatizáljuk, más-más 
típpelési eljárást kapunk. 

Tegyük fel, hogy valamilyen adott k függvényt használunk a tip- 
pelésre. 


1. A tippelés hibájának abszolut értéke véletlettől fugg, jélöljük 
ezt Tf nyal: j7 me kő) l. 
: Kérdés: milyen k függvény esetén lesz a hiba abszolut ér- 
j tékének várható értéke minimális? Azaz milyen tippelési eljárás- 
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nál lesz -— Hok tippelés esetén - a hiba abszolut értékének Átlága 
á lehető legkisebb? 








j A következőképpen öldhatjuk meg a, problémát. Szemlátomást 
E í( 2 , 4. áhol áz £ kétváltozós függvényt Így értelmezzük: 
tte Így - kíx)i. Ezért 


[on mrj 
Í f Üts.y)" híx,y) dx dy. — 


M( f2 


j f eye] É— x) fla) da dy - 


mel mak en 


It 


enje 


ro]. 6] é 7 x)dy ) . f(x). dx, 


[Hi 
Értse 





Et az y szerinti integrálásnál x rögzített érték, igy kíx) is kons- 
tansnak tekintendő. Ezért a mediánről mondott tétel szerint 


fig-scgl-ev] 7 9gy 2 [[dze9]-ee fs av, 


Töltük eohát aa az x helyhez tartozó feltételes eloszlás medíánját jo- 
löltük, tehát AA (x) az az x-tőól íllggő szám, melyre 


mí) 00 
[ evlf-9 gyz j ewlg-0g 2. 
-o0 pan 388 


Ebből láthatjuk, hogy a hiba abszolut értékének várható értéke minimá- 
lis, hogy ha kíx) — - A(x) Vagyis a feltételes eloszlások mediánjából 
. kiadődó függvény esetén lesz a hiba abszolut értékének várható értéke 
minimális , 
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Hajzban: ha minen feltételes eloszlásnak bejélöljük a médiánját, 


16] 


akkor kirajzólódik előítünk a hiba abszolut értékének várható értékét 
minimalizáló függvény grafikonja: 





Í79. ábra 


2. A tippelés hibájának négyzetéó ís valószínűségi változó. Most 
ezt jelöljük j-vak f 5 (4- ki É pé, 


Kérdés: Milyen k függvény esetén losz a hiba négyzetének 
várható értéke minimélis? Azaz milyen tippelési eljárásnál lesz 
- Bok típpelés esetén - a tippelések hibája négyzetének átlaga a 
lehető legkisebb? 


í világon, hogy most is f. NI fi ő 93. ahol móst az £ függvény a 
következő; £tik,y) z íy - kíx)jé, dl ú 


Ezért: 
MT): ( f €eyy. híxyy) dx dy - j [6.99 gő] b x):f(x) dx dy- 
mag car o —ú0 ág 
- j( f rt gwpf-n 9]; f(x) dx . 
-aa an I 
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A Teltételes eloszlások szerinti integrálásnál x£. rögzített érték, ezért 
kíx) konstansnak tekintendő, Ezért a Steliner-egyenlőtlenség szerint 


fű -ktxJő ge] E xy 3 (6-miő. gy] § — 2) dy, 
Jee 6] e j 
ga — 


ahol most mí(xj-szel áz x helyhez tartozó feltételes eloszlás várható 
értékét jelöltük, tehát mix) fr gy [67 20 gy. 


AZ Ox helyhez tártózó feltételes eloszlás várható értékét mM -nak 
a 5 x feltételre tkozó feltételes várható értékének hovőzzlk, és 
MI g in — grszel jelöljük. A feltételes eloszlások várható. értékéből 


kiadódó im függvényt pedig Y-nak Í9 "Eg xonatkozó regressziós gör- 
béjének szokás. novezni. 


Hajzban igy kaphatjuk meg a regressziós görbét, Mindén feltételes 
eloszlásnak bejelöljülk a várható értékét: 





még) 


180. ábra 


A bejelölt pontokból kirajzolódik a Tregrossziós görbe grafikonja: 





181, ábra 
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Az élmondottakból következik, hogy a tippelés hibája négyzetének vár- 
hátó értéke akkor minimális, ha a regressziós görbét használjuk a tip- 
peléshez. 

Nézzük az alábbi feladatot: 


Feladati Válasszunk a (6, 1] intervállumban egyenletés eloszlás 
szerint egy pontot, és jelöljük 7 -val. Az m póüt két részre osztja ü 
[0 Íj — intervallumot. E két rész közül a nagyobbikban ugyancsak egyen- 
leles eloszlás szerint válasszunk egy másik pontot is, ez legyen a ú 
pont, 


9. 7. 
Ö f 1 r 1 ? 
j 2 - 
vi "1 mm: 
ő 4 Fi ( A 5 
Fi z 
182. ábra 


Tippeljtnk £ -ből §-ra a most tánulták szerint! Tehát a második pont 
helyzetének ismeretében tippeljünk arra, hogy hol volt az elsül 


Megoldás: A feladat szövege alapján az eddígi jelöléseinknek meg- 
felelően: 


lé 


syn ba ogyéz és yéxeI, 


bet [- 


1, ha ügyél, 


gy) fix ! ú/ tet 2 lb 


ha 5gy£1 és ÜGxéy, 
d egyébként, 


ll 


0 — egyébként. 
Az együttes sürisépgíüggvény is ugyáneoz a függvény, mert 


hgy) eggyek [97-97 E] n7 9. 


és most ely) — 


igz 


A h figgyény gratikóhja így nőz kir 






183. ábra 


Ebből , §. áltitiségtüggyényéré ezt kapjuk: 





[dr near tte e 
1.E 
tet 

-"- 
ró [s [e 
I 
- 
Gy 
haj 
rzgerl 
1 
gi 
ta [E 
ti 
he 
Is 
er 
fi 
e 
A 
haj 
és 
ba [e 


i I 
j ja v(s -dnt- hxz in 2 ha 7 X£x41 . 
Tehát a másodiknak választott pont sürüségfüggvénye igy néz. ki: 


.ZLZén 


tazT 





Ej 


184. ábra 


1] feltételes eürüségfüggvényét a gy] j z xy EL képletből szá- 
moljuk ki. Ezt kapjukr 7 (x) 
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ÜCx c3 esetén, 





egyéb y értékekre 


Eg I ) Ex) 1 
I 2, na vcsel, 


ha xXdy4eli, .cxSI1 esetén. 


egyéb y értékekre 





1. Először a feltételes eloszlások mediánját határozzuk meg az 


MR) Wa 
feelt-9e - j evlfrow-§ 
-o0 MIR) 


egyenletből, a 4 xc 3 esetén ebből az 





1 
i , la. -4 
m- ; y Ya 
1-x mg 
egy onlet adódik, ahonnan 
1 FA 
j- 2 in 1-x . t64d-x 


€x€1 esetén az 


134 


1 Í 1 1 
et T7-dy5ső7 
in 2 iry FA 

XX ü 





l85. ábra 


Ezzel a függyénnyel kell § -ből 4] -ra tippelni, ha a tinpelést sökszor 
kell elvégezni, és minden típpelésnél a hiba ábszólút értékével ATÁNYOS 
a bennünket érő veszteség, 


kent 
2, A feltételes várható érték az Mia l g z-k)- y-eG [dody 
képletből: j 2 


üL xd ri esétén: 








x li 
1 I 
Mi Tjjéz x) s . j : tt g 
14 in 7Z Ö "y 1 
2 
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K- ZxRAXLI1 esetén: 





. Ezzel a függvérinyel kel 9 -ből § -ra alppétál, "ha-a . Üppelést gokazor . 
köll elvégezni, és .t ippélésnél a hiba. . hégyzetévet arányos "veszte 
ség ér bennlíriket. 


2. Regressziós egyenes 


-Próblémáuk most ils az, hogy ) megfigyelt értéképői .m -ra tip- 
peljtink. Most azonban azt szerétnénk hogy tippelési eljárásunk, azaz a 
-tiípneléshez használt k függvény Vegyszert" legyen. A "Tegegyszerübb" 
függvények a lineáris függvények, vagyis azok, amelyeknek grafikonjá — 
egyenés, Ezért most kíz) s a:x tb álaku függvényt fogunk típpelésre 
használni: 77 -t kié) za. E" b -vel közelítjük, Persze tippeléstink 
hibás lesz: ; . i 
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187. ábra 


Nyilván azt az egyenest fogjuk legszívesebben használni a. tippeléshez, 
amelyikre 4 hiba valamilyen -értelémben a. lehető legklsébb. — : 

Könnyen megoldható a feladat, ha a hiba négyzetének á. várható j 
értékét. igyekszünk. minimálizálni, . 


Vozesstük be a következő jelöléseket: Mi kal 7 m, , Meg) mg 
Dr8-el Dye öm ff -m Tá özdlti he mm. "nyilván 
MP) 7 Mg) -m 70, med) — mg) - m 97 0 
Á tippelés hibája; I z H-ta:rftbh: mg- §- b c ty - a.m. 
A hiba négyzetétek várható értékét így - irhatjuk: 


M(j) e u 7 ap - a —m h-t m., — ga ma]. 


A Steiner- egyenlőtlenség szerint ez nagyobb vagy egyenlő, mintha a . 


-h t Mm, 7 a: m konstanst. az m- a : . valószínűségi változó vár- 


ható értékének megfelelően Ú-val helyettesítjük: 


erem] elte fd; 
07 


7 mj)- 2. A . M( És 


Mt E) : Mt € - m)") - 


MC) e M (en - mv)" 68 . 


MÉ 
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AZ me Fi) mt - mp) éa meJ) z 
2 MC EL — ME) mg — mg MET) 4 my e mg 
z M( É x. rő — Mí É j" M(f ) 


számot E és 4 kovarianotájának nevezzük, és cov( £.71-val, vagy 
tTöviden 4-vel jelöljük: 


Ezzel igy alakíthatjuk át a fenti kífejözést: 


M(MH2-a-M Ép 4 at. MI é - 68 a gsa-e ta. 


be 


Ez árnak másodfoku függvénye. Ennek minimumhelye könnyen meghá- 
tározható (például deriválássai). A minimumhelyre 


51 


adódik. Ezt egybovetve az. - bd m, sarm 50 egyenlőségből adódó 


i 


értékkel láthatjuk, hogy  Mí je akkor minimális, ha az 


LE 
xkxtm - 


yet 27 g2 "1 
i 1 


égyenletü egyenest használjuk § tippelésre. Ennek az egyenesnek a neve; 
ú/ -nak € "re vonatkozó regressziós egyenese. 
Az alkbbi összefüggéssel definíáljuk § és 1? korrelációs együtt- 
hatóját; d 
R-R - egy Égi zz EZ á 
JA DÉL D() 61" 6; 


Ennek. segítségével a regresszlós egyenes egyenlete az alábbi - nagyon 
könnyen megjégyézhető " alakba irható: 


y I mg t — RH " jelülötee ú 7 z 





Imen jól játszik, hogy a. regressziós egyénés AÁlmegy az ( rm,, ) pon- 
ton, és hogy R o előjelétől függően növekszik vagy csökken, 


A regressziós egyéneg gyakorlati használhatóságát. segiti, 
hogy az egyenletében szereplő konstánsök (en vi Mis :ezyitéi G9rR) 


a két valószínűségi változó együttes eloszlásából könnyen kiszámit- 
hatók, és a kétdimenziós valószinűségi változóra végzett. kisérleti 
1] eredményekből is egyszerüen közelíthetők, 


A következő pontban látni fogjuk, hogy a korrelációs együttható 
bizonyos értelemben és 7 kapcsolatának. szorosgágát méri, (Korre- 


láció mágy arul: kapcs . Imnen az elnevezés.) 


3. Korrelációs együttható 


Az előző pontban láttuk, hogy ha É£ di : 9-ra ysa:xtb 
alaku Figgvénnyeél akarunk tippelni, akko mz 97 fa. - ő £ bh hiba 
négyzetének várható értéke akkor minimális, há . 


KN em La, 
a 62 ú b HK 52 HE e 
1 1 


Ezekkel az a és b értékekkél végezve á tippelést a hiba igy Írható 


j Kés a £b-4-ée ht mt; "am -. 
: 1 : 


(ag "2952 (87 


Ebből négyzetre. emeléssek 
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: a .m c 9 
Ke 2 Als ad ge LÓ ; . 
" s(t-mait (sz) . (fm) - assz (Erm) éle ún) 


. amiből a hiba négyzetének várható értéke 


(Az M( y) z ú : (4 - RŐ) összefüggésből több következtetést 
vonhatúnk le: j KGN j 


1. Mivel MIY) 30, njé1. 3 

2. A tippelés hibája négyzetének várható értéke annál kisébb, mii- 
"nél nagyobb ÍR). Igy "az r jól tippelhető j -ből lineáris függvénnyel" , 
ha. 1Ri nagy, és rosszul, Ha IR] kicsi. ho 


fyen értelémiben azt mondhattuk, ts a körreltelős együtt 
ható abszolut értéke arra utal, hogy ie; 77 között milyen érős 
a "lineáris kapcsolat", Á koörreláolős gyütthett előjele pedig arra. 
utal, hogy a regresszíös egyenes növekedő vagy csökkenő függ- 
vény-e. 


3. ÍR 51 akkor és csak akkor; ha Mi 2 s 0, v2 nem 

negatív valószínűségi változó, igy M( 7 hs 0 akkor és csak akkor, 
. ha .§ majdnem biztosan 0-val egyenlő. Vagyis ÍRÍ[75 1 akkor és csak 
akkor, ha n § -ből majdnem biztosan hiba nélkül tippeltiető litisárió 
függvénnyei, ázaz vánnak olyán a és b számok, hógy aj ma Ms 
. esemény valószíntsége 1. Ez összhangban ván a 2. pontban fond 
- kal, mert az 1. pont szerint ÍR] maximális értéke 1 bte f? Tinef- 
ris kapcsolata! pedig akkor a legerősebb, há a sző ígazi telinében. 
lineáris a kapcsolát közöttük, szaz vannak olyán a és b számok, 
"hogy f- 4 b; 

Vögez megemlítjük, hogy független valószíntiségi változók kova 
rianotája és korrelációs együtthatója €-val egyemő, hiszen ha € és 7 
függetlenek, akkor áz Mi $-t 1) s MCE) "M(Aj) összefüggésbő 
cori é1? 5 M( ép -— M( ő) "M(g) 0. Felhívjuk á flgyélmet, hogy 
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R( hü z 0-ből nem következik F és ? függetlensége, Ha póldául 
§ a 71) együttes előszlása 





akkor R( ő. 07 6 de § és 1 ném filggétlenek, 


a Ül 


XIÍN. NORMÁLIS ELÖSZLÁS 


1. Moivre-Lapláce-tétel 
(ejted: mogyr-láplász) 


Áz V. fejezetben a binomiális eloszlás hütáraelószéásatént mégis— 
rnerkédtűnk a Poisson-eloszlással, Most más feltételek mellett vessztik 
a binomiális eloszlás tiatáréloszlását, és éntiók kapcsán jutunk egy 
újabb, nagyon fontos eloszláshoz. 

Vezessük be a következő jelölést: ha a. ms di,2....) és 


b, (u 1.2...) végtelen sorozatok, akkor a c-b, (150) (olvasű: 


a — aszámptotikusan egyenlő b -nel n-e osegetén) azt jelenti, hogy 
a 
g 7 1 nes esetén. Tehát nagy n-ekre ílyen értelemben a 


Mm 
közelítőleg egyenlő .b -nel. 
Az alábbi határértéktételnek fontos következményei lesznek: 


Molyre-faplace tétel Ha 047 pái fix szám, továbbá n és 
k ugy tartanak végtelenhez, hogy x nk ő Tt korlátos marad, 
V np(1-pi 
tehát van olyan M szám, hogy k mindíg beleesik az n-p szám 
M-Vnpil-ni sugaru környezetébe], akkor 
9 
x 


- 2 , 

ny kk. n-k .. 1 2 , ee: 
(jr Em RT Vá-p ap 
É 29 an" p" (A-p) 
A bizonyítás előtt a tétél szemléltes jelentését és valószínűség 


számítási telentőségét magyarázzuk el. Adott nú-re az 
pontokat a következőképpeti kaphatjuk meg a 











ín —s Gab, 


8 egi Hé Bán dd ga Xi 
0, 1,..., nm. pontokból: balra eltoljuk őket n-p -vel, utána a kapott 
pontokat az origóból zsugoritjuk Va .. p(1-p)-vek 


202. 





vot?) 
189. ábra 


Ha az n-edrendüű p paraméterű binomiális eloszlás festékcsomólit 

pálceikákkal ábrázoljuk, akkor a balra tolódásnál és a zsügorításnál a 
festékcsomók is transzformálódnak, azaz a pálcikák Áthelyeződnek a 

megfelelő pontokra: 





190. ábra 


Az n-edrendt paramétert binomiális eloszlás várható értéke 
Ae p, szórása  Vn:p-(1-p). Ennek. alapján végyük észre, hogy az eltolás 
éppen ugy történt, hogy a második eloszlás várható értéke az origóba 
kerüljön, a zsugoritás pedig ugy, hogy a harmadik eloszlás várhatő ér- 
téke 0 maradjon, szórása pedig 1 legyen. 
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Az eloszlástranszformáció valószinüségszámítási jelentése miatt 

nyilvánvaló, hogy ha kg vedreídú p paraméterű binomiális eloszlásu 

valószinűségi változó, akkor az első ábra új eloszlása, a második ábra 
c - n-p eloszlása, a harmadik ábra — -k eloszlása. 








A tétel ázt fejezi ki, hogy a bármádik eloszlásnák, tehát 
eloszlásának pálcikői körülbelül az 





"a fi "j 


ag 
mm 2 
a 


Ver Vn.n- (1-p) 


függvény grafikonjáig érnek fel: 











Nézzük meg, hogy a harmadik eloszlás meünyi festéket ken egy 
la,b] intervaliumra. Ezt ugy kapjuk meg, hogy az intervallumba ező 
festékesomók nagyságát (a pálcikák hosszát) összeadiuk. A következő 


összeg adódik; KN I 
2 HA epés gepet 
kagx $b i 


A tételben kimondott formula azt sugallja, hogy ezt az összeget így 
közellthetjük; . 
FA 
. uk 
2 4 


7 jura Far P. 
kiatx §b k-ag Éj b Y2á i V n:-prii-p) 
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"Miv81 —. , 8 kapott összeg az 





Ek akril Te 
—özre "dx integrál közelítő összege. 


a éT 


Ezért azt mondhatjuk, hogy nagy n esetén a harmadik eloszlás, 


hr] 








tehát. — 4 - eloszlása közelithető a 
nep" 4-pi 
VA 
c 
fix) —— e ? 





192. ábra 


sürüségtüggvényti folytonos eloszlással, 

Ennek: neve; standard normális eloszlás. A következő pontban rész- 
letesebben foglalkozunk vele. 

Móst nézzük a Molvre-Llaplacs-tétel bizonyításának vázlatát. Akit 
nem érdékel, ugorja .át a bizonyítást! 


. Vázlatos bizonyítás: Vezessükbea 451-p, £fsn-k 
jelöléseket. Ezekkel 


fan k a-k 9 ni ..k 4 
he]? EB Fgggr Pra 


Az eléggé közismert Stirling (ejtsd: sztörling) formula szerint: 


nt 
av (5) : yzd an , 





Ennek felhssználásávak 


AÚ 


zü6 


ő . ez A] 





Vegyük ésére, hogy —E—b—. korlátosságáből következik, 
Vn p (1-p) 


hogy pris 1; § "1. Ez egyrészt maga után vonja, hogy 


Ve  § kk VT KN 7 [rem , mágrészt pedig lehető- 
VET 

séget ad arra, hogy az ef) k ej (agy kifejezés logaritmusát véve az 
FA 











Xx s1-re érvényes In x — (x-1j - et t —...,  Borfajtés első 


két tágjának felhasználásával közelítő egyenlőséget kapjunk: 


ma [2) C-on eng a 
mr [82 4 - 97]. e[e2-3 - 3-9] - 


. .d.2 1 fJ.-k 2  nnB la? 9B.MÜn 
7" 2 uk mali ri "2" nk PAR Tank k fo 
szek xi 
me 2 nk 
21.22 
np ng 1 £ 2 "nk 
Tehát (e) " (7 sz 8 . Mindez állításunitat adja. Ő 


2. Normális eloszlás 


2 
p.48 
e " arüségftigg- 


1 
v2g 


vényt folytonos eloszláshoz, a stándard normális eloszláshoz. 





Áz előző pontban éljutóttunk az Élxj s 





2 
0a A Hl 

Az ismert 16 ? dxz V2ágr összefüggés alapján látjuk, 
laz 


hogy ét) dx z 1, tehát az eloszlás valószínűségeloszlás. A. "gtan- 


E ; , , , 
dard!"! jölző arra utal, hogy várható értéke 0, szórásnégyzete és így 
szórása la 1: 





[A 
1. , X-€ 2 dx sz Ú, 
ag 0 gd 
— er 
2 
5 x 
A. 





Vg 


Az első integrál szimmetria okokból 0. A második integrál 














.£ 
u 7 x, v" — xe 2 szereposztás mellett parciális integrálássai az 
2 
as . E 
v e 2 dx integrálra vezethető vissza: 
— 
x . ari . tt h x 
1 sg 1 ] 2 , 1. Es 2, 
X"KÉ dx z —— x "fe 
Ez -[. V2r 5 Hl d, 
a csi 
veg 
j ún 
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legyen mó tetszőleges, 67 pedig pozitiv valós. szám. Az 
folás) a étandard normális eloszlást olyan ölöszlásba viszi, melynek 
sürtsépgíüggvénye 
sa iz 
1 2 te (x)/ 


Hx)- E e (e) j 


-1.(smy 
5 


at 6 Í kr 


- eh 
£e76 


Ernek az eloszlásnak a neve: m várható értékü, 6 szórásu nor- 
mális eloszlás, u 
. Az eloszlás várható értéke tényleg m, özórása pedig 6" , hiszen 
a standard normális eloszlás várható értéke 0, szórása pedig 1, és 
a 6 -szoros nyujtás a várható értéket nem változtatja, a szórást pedig 
6 -szorosra növeli, az m-mel való eltolás pedig a várható értéket —/ 
eltolja m-mel, és a szórást nem változtatja meg. A sürüségfügégvény 
grafikonja így fest: . 








193. ábra 


Látható, hogy a stürüségíügevény grefikonja harang aláku görbe, 
melynek az m t 6 pontokban inflexiós pontjai vannak. A harang kes- 
kény és magas, ha 6 kicsi. Ha pedig 6 nagy, akkor a harang iapul- 
tabb. 

Az m várható értékü, 6 sSzórásu normális eloszlás définiciójá- 
ból kiolvasható, hogy egy ij valószínűségi változó akkor és csak akkor 


követi ezt az. eloszlást, ha ea standard normális éloszlásn. 


Fontossága miütt a standard normális öleszlás ölosziástüggyényére 
külön jelölést vezettnk be: : 
rő 


o 2 


d (x) 7 Fra je dx , 
ee) 


b (xx) tehát annák az éseménynek a vaálószlntisége, hogy égy standard 

normális előszlásu valószínűségi változó x-nél kisebbnek. adódik (A b 

függvény táblázatba föglalt értékeit a jegyzet végén találhatjuk.) 

A ő Eüggvény fontos tulajdonsága, Hogy b. (-x) 7-1 - Öix) Ez követ- 
d 


kezik a 4) értelmezéséből, és abból, hogy az 7 e függvény 





páros függvény, A ö függvény segitségével egy standard normális 
eloszlásu í valószíníségi változóra 


pa ect éb-RHeSb-MFca- Htb)- bta 


Egy m várható értékü, 6 szórása j valószinüségi változóra pedig 
azzal a tírükkel élhetünk, hogy ; li standard normális asloszlásu, és 





az ag vi b. esémégy ugyanaz mint az gs . ag EA egemény: 
"ee pSY-rfőcodztet] - 


u 


be) - ége] : 
Könnyü meggyőződni arról is, hogy 
ma Biz) - b (-2) - 2 bíz) -1. 


Például BHY]É-m[§6)- 0,6826, HK [§€-m]ig $"-é/) zs b,8972, Te- 
hát az m 6 vátható értékü, 6" szórásu no mális eloszlás az ögységnyi 
festékmennyiség 68 százalékát az (m-6 , mt Ő Jintervallumra: helyezi, 
Az [m-36 , mr36 ) intervallum komplementumára pedig a festéknek 
. csak kb. 3 ezreléke jut; 

Á normális eloszlás valószínüségszámiítási. jelentését a tontrális 
határoloszlás-tételből érthétjtik meg. A tétel megfogalmazásához sztüksé- 


IT 
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tinik van a könvölüéió Foyalmára. Ezzel igmörkedüűtik meg a következő 
pontban; Akit mindez ném érdékel átuúgorhatja a 5. pontot és a 4. pont 
első felét ta tételt és az ázt mégelőző részt, ) 


3. Eloszlások konvolúciója 


Há € és § fölytonos eloszlásu, Független valószínűségi vál- 
tozók, aákkór együttes eloszlásuk siürüségíűggvénye a külön-külön. 
vett éltrüségfüggvényekből szorzással adódik: híx,y) — fix) - gy). 

ÁZ együttes sürüségfüggvényből a rt 47 összeg strüségfüggvényét 


az Ytiujs f h(u-v,v) öv összefüggés alapján karjuk. Ha tahát új 
am ge 

és H folytonos előszlásu független valószínűségi változók, akkor 

a e: 1? összeg sürüségíűggvényes 


zet 


ríuj Í f(u-v). gív) dv.. 


mm TAT 


Ezt az r függvénytaz [ és g függvények konvoluciójánák 
szokás nevezni, Ezzel összhangban az r gürüéégílégyényt elosz- 
lást áz £ illetve z 6 sürtíségfüggvényüű eloszlások konvoluciójának 
nevezzük, Például a 2-odrendü A paraméterü gamma eloszlás nem 
egyéb, mint a A paraméterü exponenciális eloszlásnak önmagával 
képzett konvoluciója (lásd a Valószíntiségi változók függetlensége c. 
fejezetben). . 

Általánosabban: független € és f valószíntségi változók ese- 
tén É és 1) külön-kílön vett előszlásából meghatározható a 

erat í? összeg eloszlása. Ez utóbbi eloszlást a külön-külön vett 
előszlások könyöluciójának névezztik, 

Diszkrét előszlások könvolucióját például ugy kipjuk meg, 
hogy az ty Bp" d, szorzási. szabály szerint képzett. sikbelt el- 
oszlást a 450-og egyenesre vetítjük. 

Ném célunk áz eloszlások konvoluciójával kapcsolatos mata- 
matikai tudnivalókat részletözni. A konvolueió fogalmára csak 
azért van szükségtfnk, hogy a centrális határéloszlás-téteit nonto- 
san meg tudjuk fogairiazni, és a tétel valószínűségszámítási jelen- 
tését megmágyarázhassuk. Ezért a Kedves Olvasó számára csak 
az a fontos, hogy tisztában legyen véla, hogy 
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1. két eloszlás konyöluciója egy ujabb eloszlás, amit ma- 
tematikai eszközökkel meg lehet határozni a két eloszlásból, 
2. független valószintiségi változók összegének eloszlása a 


Eloszlásokat szemléltetni szoktunk szétkent. festékkel, pálei- 
kákkal, sürüségfüggvényük grafikonjával, A fontosabb eloszlísok- 
nak nevet adtunk (pl. egyenletes eloszlás valamely intervallumon, 
Poissan-előszlás valamilyen paraméterrel ptb.). Most szüköégtíik 
Í lesz rá, hogy betükkel jelöljük az eloszlásokat. Eloszlások jelö- 
léséré a A (olvasd: mi) és v tolvasd: nü) betüket fogjuk használni. 
A j-vel és a V -vel jelölt eloszlások: könvoluóióját Aa 3y- 
vel fogjuk jelölni. Ha tehát t és f független valószínűségi válto- 
zók, és E eloszlását A, ft "eloszlását pedig V jelölt, akkor 
Ét (( előszlása Ady. Ha Ant fot /z  eloszlások, akkor 
ván értelme annak, hogy a At, $Át eloszlást a AL, eloszlás- 
sal konvolváljuk: (A 6 Ako) gk 4. Eredményt egy ujabb elosz- 


lást kapunk. Be lehet látni, hogy ugyanehhez az eloszláshoz jutunk, 
hag AA Lal fg Ax A zérőjelszésének megfelelő sorrendben képez- 
I üük a konyoluciőkat. (A konvolució mivelete tehát. asszootatív, ) 
Ezért. többszörös konvoluoió esetén nem kell a zárójeleket kitenni. 
Kézenfekvő, hogy egy többszörös koüvölvelő válószínűségszámítási 
jelentése: több független valószínűségi változó összegének az elosz- 
lását képezztik az összeg tagjainak külön-külön vett eloszlásából, 


4. Csnutrális határeloszlás-tétel 


A tétel mégfogalmazásához néhány foralomra és jelölésre 
van. szikségünk, először ezéket vessztik. 
Tegyük fel, hogy a Fú eloszlás n darab eloszlás könvölu— 
etőjaként All elő; 


Aa j Ai KIÉ KA (Mi, 2...) 


A könnyebb megjegyezhetőség kedvéért táblázatba rendezztik az itt 
szereplő eloszksokat: 
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vozatot pedig a szériasorozatta éj 





194. ábra 


A táblázat bal oldalán Álló eloszlások a velük egy sorban álló 
eloszlások konvoluciójaként adódnak. A háromszög alaku keretbe 
foglalt eloszlások réndszérét szérfasórozatinak nevezzik, (özérla- 
aorozat 5 sorozatok sorozata, Áz elnevezés. azzal magyarázható, 
hogy a háromszög alaku táblázat sorat alkotják a sorozatot, és a 


táblázat n-ik sora egy n elemü. sorozat.) A Aj, Adso 





; 2 szériagorózatiá épülő. éloszlássórozatnak hivjuk. 
Bevezőtünk egy jelölést. Ha ACegy elosztás a számegyenesen, 
R pedig a számegyenesnek részhalmaza, akkor A(B)-vel jelöljük 


azt a festékmennyiséget, amely a A-val jelölt eloszlás. szerint a 
B halmazon van, Ha megy f valószínűségi változó eloszlását 
. jelöli, akkor tehát AB) ánn, t a. válószíintségét jelenti, hogy [1 
. értéke B-be osik:; A(B) 5 P( £EB) j 


Vegytink egy pozítiv £ számot, és takintaük a [- É, el in- 


. tervallamat. A Aa eloszlás szerint ennek az intervallumnak a 


té, €) -rel jelölt komplemértuimán lévő festék mennyisége 
/d.nk ( [-£ a €J) HRöpzitett n melleit adjuk össze özeket a fes- 
tékmennyiségeket, Ha minden £.2 0-ra ez az összeg nagy n 


fi, E 
esetén pici, azaz n—-écágetén 2 Mukk t € , ee 0, ak- 


. kör a szériasorozatot a nulia köré koncentrálódőnák nevezzük. 
. Egy ilyen szériasorozatra épülő eloszlássrorozat n-ik tagja tehát 
. n. dűrab olyan eloszlás konvoluciója, mélyek "lényegében a nulla 


köré köncentrálódnak" , 

Attól, hogy égy eloszlás valamilyen véges intervallum komp- 
lementumára kevés festéket helyez, imég előfordulhat, bogy az el- 
oszlás várbató értéke vagy szőrásá nem létezik, (Ha kövés festé- 


o ket a mérlég karján nagyon mésszíre helyezünk, akkor ez nagyon 
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nagy forgató nyomatékót eredményez!) Ezért a nulla köré koncant- 
rálódás még nom garantálja, hogy a szérissorozat ölemeinek vár- 


ható örtéke és szórása létezzen. Ha viszont azt a feztékmennyi- 
ségét, mély a A, — eloszlás szerint a [-1,íl  intorvalium kormple- 
mentumán Van, áthelyezzük a nulla pontra, és egyébként nem vál- 
toztatjuk meg a Vö eloszlást, 





195. ábra 


akkor az igy adódó Mk eloszlás "alig" tér el a fá etoszlás- 
tól, viszont lesz várható értéke és szórása. (A. /x ax. eloszlás 


értelmezésénél a (-i,1] intervalium hélyett akármilyen 
[-C, B) intervallumot ia tekinthotítak, (B 3 OAI 
eloszlások szöriasorozatát táblázatba rendezve most is a táblázat 


bal oldalára írjuk az egy sorban álló előoszlások konvoluctójaként 
adódó Ag eloszlást; 





198. ábra 


A Pa eloszlás várható értékét illetve szórásnégyzetét jelöljük 
m -sal illetve ő n 9al. A szériasorozatót az (m, 6 ] para- 


NE EE ET E a [u] A e Ét Ke Ek ka m t———— 
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métér-párra ftabílizálódőnak nevezzük, ta Öm M. z m, 
Jin 6, al 2 ő n-ros P 

Ezen előkészítés után a centrális határeloszlás:tételt igy 
fogalmazhatjuk meg: 


öloszlás- 






intorvallum esetén vh 1 (! [a 5]) - ő (égy) - ölsz) . 


A contráliá határeéloszlás-tételt nem bizonyítjuk, csak ale- 
. mezzük. Ugyanis ebből megtudhatjuk, hogy. milyen jégen valószi— 
nüségi változók tekinthetők normális aloszlásunak, A tétel szerint 
? nagy n esetén A4 o Uközelítőleg normális eloszlásu. Ezért azt 
. kell megvízsgálnink, hógy milyen tipusu valószíintiségi váltözők 
. eloszlása lehet olyán szerkezeti, mint. amilyén a Abeg eloszlás. 
A A eloszlás n darab tiényegében nulla köré koncentrált" el- 
oszlás konvoluciója. Ennek valószínűségszámítási jelentése: a 
eloszlás n darab "nulla körüli. értékeket felvevő, független 
.. valószínűségi változó összegének. eloszlása. Hi 

Tehát a centrális határelőszlás-tétel alapján mondhatjuk, 
nogy ha egy valószíntségi változó sok, egyenként kicsi értékeket 
felvevő, független valószíntiségi változó összege, akkor ez a való- 
szintségt változó normális eloszlásünak.tekinthotő, 





Iven valószínűségi változóval sokfelé találkozhátunk: az 


1, - ahány mázsa huza terem Somogy megyében egy év alatt, 
2. § 7 egy élelmiszeráruház napi bevétele, 
3. f z égy város lakosságának napi árainfogyasztása 


valószínítiségi változók normális eloszlásunak. tekinthetők, hiszen 


1. a sok buzakalász mindegyike a többitől függetlenül kicsi termés- 
mennyiséggel járul hozzá a megye terméséhez, 

2, az egyes vásárlók egymástól függetlenül 100 forintos nagyság: 
rendti téteket fizetnek, ami elenyésző az áruház bevételéhez 
képest, 
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3. az egyes lakásokban egymástál vet tkany dretik 8 . Támpákat, 


gyasztásához képest. 


A szértasorozat stabilizálódását kifejöző im me z mm, 


Tim 6 z € feltétel arra ad felvilágosítást, hogy az összegként ki- 
Hir és 

adódó-, normális eloszlású valószínűségi változó. várható. értékét és 
szórását hogyan eszelhetjük ki, ha az összegben tagként azereplő való- 
szintségi változók eloszlását ismerjük. Mivel a gyakotiati feladatokban 
a. tagok eloszlását általában. nem ismerjük, . mása utón szakát á várható 
értéket és a aszörást meghatározni, Például a feri 3. példában szereplő 
j valószínűségi változó várható értékét és szórását igy számolhatjuk ki: 
a lakosság napi áramlogyasztását sok napon át megmérjük. és a kapott 


1 
számok zZ mb 2. z átlagát T várható. értékének, a 
zi 


Zjassss 2 számokból adódó pontrendszer E s íz; -zy szórását 


HI 
pedíg.a f szórásának tekintjük. A várható érték és a szórás más trük- 
kökkel is kisszelhető, Erre púlda a következő feladat, 


FA tai 8 
an 


Feládat: , Kertemhen napraforgót termesztek, Tapasztalatom sze- 
rint az átlagog évi termés 45 kg, és 10 évenként általában egyszer for- 
dul elő, hogy 50 kg-nél több a termés. Milyen gyakran fordul elő, hogy 
31 kg-nál kevesébb a termés? (Ugyanis ilyenkor ráfizetéses a termelés,) 


Megoldás: A buzaterméshez hasonlőan a napraforgótermést is nor- 
mális eloszlásu valószíntségi változónak tekinthetjük. m - M( HA 
6- D(£) jelölésekkel a feladat szövege alapján m - 45, Rf 50 


z 49. G-t pedig azzal a trikywel határozhatjuk, meg, hogy a Fri 
valószittijégi változó standard normális eloszlásn, 5 így 


095 P( fC50-P p(Azt c 50-45) . ö(2s) - 8(2) 


A függvény táblázatából kiolvasható, hogy o (1.28) - 0,9, így 
5 


1,28 - - ő. Ebből 6 - T.38" 3,91. A ÍS 37 esomény valószínüsége 
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It. 


n ( £-85 . 37-4b késés 153 
elt cd (Sá) "érzem e 


1-0 e,05) s 0, 02. 


Me 39 


N 





Tehát átlaposan 
nál kevesebb, Bi 


Megjegyzések: 

1. Centrális határeloszlás-tételnek szokás nevezni mindén ólyari 
tételt, ami valamilyen elosziássorozatnák nörinájts eloszláshoz való 
könvérgenelájáról szól. Ilyen jellegü tétel nagyon sok van, Ezék a tés 
telek magyarázzák mog, hogy a valószínűségszámításban központi sza- 
vrepet játszó normális eloszlás miért bukkan fel olyan sökfölé, A nor- 
mális eloszlás Vközpöntt" (— centrális) szerépéből éréd ézeknek á téter 
leknek áz élnevezése. 

3 2. Az alkalmazások során gyakran előfordul, hogy egy gyakorlati 
problémával kapcsolatban felmerülő valószíntiségi változó várható őrté- 
két és szórását kisérleti eredményekből közelítik, a valószinűségi vál- 

tozót pedig normális eloszlásunak veszik a kapott várható értékkel és 
Azórással. Ez a mödszer nagyo kényelmes, mert a normális eloszlás- 
sali kényelmesen lehet számolni, de. vigyázni köll, néhogy olyankor is 
normális eloszlássai számoljunk, amikor 4 valószínűségi váltózó még 
közelítőleg acm tékinthető normális eloszlásunák. 


z - 50 évenként fördül elő, hógy a termés 37 kg- 
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XIV. NAGY SZÁMOK TÖRVÉNYEI 


1. Gyenge törvény 


Á tágy számok erős törvénye szerint független, azonos eloszlásu, 
im várható értők Éj, Úgev"  válószínűségi változók esetén 
T.. tr t : ll I 


z m] - 1; Tehát majdnem bizíos, hogy az átlagok 





sorozala n-:oscesetén a várható értékhez konvergál, A konyergéncia 
tényét a gyakorlatban csak akkor tudjuk hasznosítani, ha ismerjük a 
konyorgencia gyorsaságát, azazadott € -hoz tudunk olyan ny-t adni, 
E, ht... E 
a tes 






hogy n7n esetén a átlagnak az m-től való eltérése 


h . 
€.-nai kiscbb, Ezt a kívánalmat nem letet teljesíteni. Ugyarús a 


[a mal 2 € esemény bekövetkezhet, Kevesebbel kell meg- 


elégednünk: örülnünk kell annak, hogy adott É.-hoz és 5 -hoz - mint 
látni fogjuk - olyan n "£ tudunk választani, hogy nö n egelén a 


tert § We 
] n ő -mi 2€ szsemény valószínüsége hi -nál. kiseb vagy 


egyenlő legyen: 
e(l 


Ha tehát 6 -t jó kicsinok választjuk, akkor nun 2n, esetén nagy lesz 
Ez § I 
L. n a átlag az előírt nontosz- 


sággai közelíti az m értéket, E célből vesszük a következő tételéket. 








a valószínűsége annak, Hogy a 





1, tétol; (Markov-cöpgvenlőtlenségi Ha a nem negativ valószínü 


ségi változó várható értéke Mi f) z m, és € pozitiv szám, akkor 


EZEL: 
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Bizonyítási Ha f eloszlása folytonos, és strüségfüggvényét f-fel 
jelöljük, akkor x § tra ffx) 5 0, hisze € nem negütív. Bzórts 


m z [zett dx 3 [ere dx 2 jet dx 5 e-[ Éfx) dx - 
0 F: £ E 
s éP( E 2 Ek 


Ha 3 eloszlása diszkrét, akkor ugyanöz a gondolatmenet véghozvihető, 
csak lintográlok hélyétt szummákkal kal dolyozni. 


2. tétel: (Gsebisev-egyenlőtlenség) Ha af válószinűtiégi változó 
várható értéke Mi f) - m, szórásnégyzete DÉ É ) z erő, akkor 


e(lg-nl29 e 5 


Bizónyítás: Ha a Markov-egyenlőtlenségbén É helyére ( j - m-t, 


az € helyére £-t irunk, akkor M(( fm) - miatt ezt kap- 
juk: 1 i 


P( 9 -ra) p3 0 a 


Mivel ( najó b. e ekvivalens a [£ ara ] az € egyenlőtlenséggel, 
ebből kindődik a Csebisev-egyenlőtlenség. Hi 


Megjegyzés: A Markov- és Gsebisev-egyenlőtilenségeket könnyebben 
megjegyeézhetjük, ha mechanikai szemléletes jelertésüket is látjuk. 

Markov-egyenlőtlenség: ha egy valószínűségeloszlás a (0, co) .in- 
tervallumra koncentrálódik, és áz (E , ca) intervallumon az eloszlás 
szerint p festékmennyiség van, 





0 é 
197. ábra 
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akkor az eloszlás mo $uúlypöntja lögalább olyan inesözé van a "0 pont- 
tól, mint az alábbi diszkrét élőszlás sulypontja: 


198. ábrá 





Ennek az. eloszlásnak a sulypontja az £.p pont, ezért €pedm, 

Csebisev-égyonlőtlenség: ha egy valószínűségeloszlás móo6 sulypont- 
jának € sugüru környözetén kívül az eloszlás szérint p festékménnyi- 
Aaég van, 





ame m mié 
199. ábra 


akkor az előszlásnak öz in pontra vonatkozó tehetetlenségi nyomatéka, 
amit az előszlás szórásnégyzetének neveztünk, és most sí-tel jelölünk, 


a ég. j rő 2 
nagyobb vagy egyenlő mint é : p Tehátf -P GŐ, azaz pá Ta: 
e 


3. tétel: (Bernouili-egyeniőtlenség) Ha Ér 12 -.. — független, 
m várható értékti; e szórásnégyzett valószíntséri változók, akkor 
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-— 
tk 


1. 


62 





A valószínűségi változók függetlenségét akkor használtuk fel, amikor az. 

összeg szórásnégyzetét a szórásnégyzetök összegévé írtak, Ni 

Ha n ÜT akkor mg £ fa : Ezért. a Bernouli-égyen- 
E: d hé 

lötténségből következik, hogy 


k, bj TF . ; 
eh. m]3 e) $£ 9, ha ujzn, . 
§ ; , A 
Tátjuk tehát, hogy akármilyen € és á esetén n elég nagyra válasz- 
tásával elérhető, hogy ő -nál kisebb legyen annak a vaálőszintisége, 


PNNNNE Hi 
hogy a n : átlagnak az ra-tól való eltérése E -nál na- 
b 1 Het 
gyobb vagy egyenlő. Ez pedig azt fejezi ki, hogy a TT 


állag "közel van" a várható értékhez. A "közel van! kifejezés pontos 
matematikai jelentése a fent megfogalmazott egyenlőtlenség, A Bernoulii- 
-egyenlőtlenségnek ezt a következményét szokták a nagy számok (Bornoulli 
féle) gyenge törvényének nevezni. 

Megjegyzések: 

1. A Bernoulli féle gyenge törvény bízonyos értelemben többet 
mond az erős törvénynél, hiszen éppen azt a hiányosságot pótolja, arni- 
vel az erős törvényt "vádoltuk" ennek a pontnak az elején, Viszont az 
erős törvény azért erősebb a gyenge törvérynél, mert 1. valószínüséggel 
állítja, hogy a számtani közepek sorozata a várható értékhez konvorfál. 
Tehát az erős törvény a számtani közének sorozatának végfelen sok tag- 
járól egyidéjüleg állítja majdnem biztosan, hogy "közöl vannaki a vár- 
ható értékhez. Ezzel szemben a gyenge törvény ennék a sorozatnak cgur- 
pán az elemeiről kíilön-külön mond kí valószínűségek segítségével egyen- 
lőtlenségeket, melyekből az erős törvénynek. ezt az "erős" állítását nem 
lehet. levezetni, 

2. Nagy számok törvényének neveznek minden olyan tipusu tételt, 
ami a számtani közepeknek a várható értékhez való fvalamilyen értelem- 
ban vett) konvergenciájáról szól. Ezért nem szabad meglepődni, ha va- 
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laki találkozik egy olyan. tétellel, ami ozt a nevet. viseli, de. különbözik 
a jegyzetben tárgyalt tételektől. 


2. Nagy számö ök törvényei relatív gyákoriságokra 


P(A) : z pp. . Képzeljük öl, hiogy A az A eséményre vonátkozólag független 
kisérletsorozatot végzünk; Jelöljük €i ervel a következő valószíntiségi 
váltözót íl - i. d, Lak HÉ ik 
1l, ha az 4-ik kísérletnél bekövetközik az. A esőmÉNY , 
11 ű, ha "1 nem küvelkezik be.az A ésémény, 


Vílágos, hogy ekkor ét f; avas független, azonos eloszlásu való- 


színíségi változók, A közös eloszlás az a diszkrét előszlás, mely az 
i pontra p, a 0 pontra pedig 1-p nagyságu festékosomót helyéz; 


e f 


200. Ábra 
Ennek az eloszlásnak a várható értéke p-vei egyenlő: 
z 6-(1-p)t1il-:p-:-p. 


Ezért a nagy számok. erős törvénye szérint: 


LENÜL ké 
. n i 
: fi Te mt ha 
Gondoljuk meg, mit fejez ki a 7 a tört! A számlálóban 


szereplő összeg i-ik tagja 1 vagy 0 aszérint, högy az A esemény 
az 4-ik kisérletnél bekövetkezik vagy nem, Ezért. a számláló annyival 
egyenlő, ahányszor az A esemény az n darab kisérlet során bekö- 


KAZE 


vetközik, Ezt szókíuk korábbán n.-val jólölöt ni - Fe set fat 
n 
A tört tehőt az - relatív gyakoríság. Ezek szerint majdnem biztos, 


hogy zay A eséményre független kisérletsorozatot végezve á relatív 
gyakóriságok: górozata az ésemény válőszíntiségéhez tartt 


n 
: A 1 
P( lim h. P) 1. 


Tehát matematikai modellíink kifejezi azt a tényt, hogy "nagyon hosszu! 
rt 
kisérletsorozatot végezve az e Telatív gyakoriság "közel van" á 


P(A) valószínűséghez. (Az I. fejezet Relatív gyakoriság, valószínűség 
c. pontjában használtuk az idézőjelbe tett kifejezéseket. ) 
A Ír are valószínűségi változók közös szörásnégyzete 


6" - 07. 2d-pri bp - mi e p " (1-p). A Bernoulli-ogyenlőtlenséget a 
fi" [9 e... mek véltozókra alkalmazva az adódik: 


(be elo 2) c szg. 


8. E a. 
n e 
P(l-é- plz e) a Ó ; ha rap] . 
€ 


5 -t kicsinek választva látjuk, hogy "nápy" n esetén "kicsi" a való- 
szinüségé anak, hogy a relatív gyákoriság a valószintiségtői € nál 
jobban éltér. Másképp megfogalmazva: ha n "nagy" és "sok" ember 
iindegyikea n hosszúságu kisériötsorozatot végez az A eseményre, 
akkor csak "viszonylag kevés" embernél fog a relátiv gyakoriság a 
P(A) valószíntségtől €-nál jobban eltérni, 

Tenát modellünk utólag matematikai formába öntötte a valószínüű- 
ség fogslmáról az I. fejezet 4. pontjában kislakitott képet. 
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3. Küszöbindex keresés 


Ha az A esemény  P(A)z p valószínűségét nem -ismerjük, 
i n 
akkor n darab független kisérletet végezve p-t az mék relatív gya- 
korisággal közelítjük. Az előző pontban a Bernoulli-égyenlőtlenség kö- 
zn . o 

vötkézményeként beláttúk, hogy r(l "§ -pÍ[2 e) ha d a ha 

n 2 ,. A p:-r(i-p) kifejezés maximumhelye a p —§ hely, 
és a Maximum értéke 5. gy Pp: 0-p)é Z : Ezért igaz az is, hogy 





s, B . 
e: : 5. 4 
Pl - Pp ; 2 E) £ Óó , ha n 2zn s a . 
1" €ó 
Tehát adott € és Ő esetén a csupán £-től és Óó -tól függő 


n zs —— ER küszöbnél nagyobb vagy egyonlő nd választva, az 
Ú. 4 : e? , ő j ; 


n 
"" relatív gyakoriság legalább 1- s valószinűséggel £. pontossággal 


közöltti az A esemény lemeretlen valószinílségét, 
Ha például T-t a gyufadobálós feladat (Lásd: VE fejezet, Égyen- 


letes eloszlás c. pont) alapján akarjuk közelíteni, és az €£ - 005 pon- 
tosság elérését 0,98 valószínűséggel széretnénk garantálni, tehát 


ff 0,02, akkor a gyufát elég - 5000-szer feldobni. Az 





F3 
: SSL 
5000 dobás alapján számított relatív gyakoriság legalább. 0, 98 valószínti- 
va Me i 

séggel 0, 05-nál közelebb lesz "pr "hez. 

Mindjárt kítni fogjuk, hogy sokkal kevesebb dobás is garantálja 
már ugyanezt a pontosságot 0,98 valószínüséggel. Ugyanis az 

n ahányszor bekövetkezik az A esémény-az n kisérlet 

Borán 

valószínűségi változó n-edrendü p paraméterű binomiális eloszlást 
követ, s igy a Molvre-Iaplaco-tétel következményeként nagy  n esetén 


t 


Karán 





standard normális eloszlásu valószínűségi változónak tekini- 


nt n-p 


Mn vpt1-p) n (o h 
ható. Az 1-6 pl 2 € egyenlőtlenség ekviválons az 











2 ne egyenlőtlenséggől. Ezért 
Vb-(t-p 





r(l-2 - plz E) - Pp yesss 


vep: 4-pi 





Egy standard normális 60). ez . valószínűségi váltózóra 


e (Iflz97 26 609 eze 


elek] ter G - 9 Es) 
. Vrpdl-p) — VPp(-p) h V.p.: (1-p) / 
Ha tehát n-t úgy választjuk, meg, hogy 2: (1 - b(—LE) s Ó , 


; van 
akkor P(l5- plz ejő. Rzért a 2 [- pre m 6 j) - s 


összefüggésből n-t kifejezziik: Vp-4-pj) / 


(ítt b inverzét jelöltük b" -gyel.) A p.(1-p)g 3 egyenlőtlenség 
alapján látjuk, hogy az 


107(974-é) 


érték is szolgálhat küszöbindexízént , A b függvény táblázatából ki lehet 
.. -1 ; 

olvasni, hogy b ( - $) lényegesen kisebb 3r-nál, tehát ez 

a küszöb lényegesen kisébb a Bornaulli-egyenlőtlenségből adódó 


n 57 2. " küszöbnél: 


9 A : 2. á 








zak 





20. ábra 


Az előbbi példában sör. kell 5000-szer feldőbni a gyufát. Már 





5,4 SEN! zz 540 dobás is elegendő, 
4 : 0, 05 
n.-n:p 
Megjegyzés: Az valószínűségi változó csak. közelttő- 


/ ap(i-p) 

leg stándard normális eloszlésu, Ezért figyelembe kellene vennünk azt 
a hibát, ami abból származik, hogy mi mégis standard normális elősz- 
lással számolunk. A hiba becsléséhez szükséges téfelek -— melyeket 
ebben a jegyzetben nem tudunk megbészélii — mutatják, hogy nagyon 
pontos számiításoktól és szélsőséges esetektől (p közelvan 0-hoz vagy 
1-hez) eltekintve éz a hiba tényleg elhanyagolható a "hétköznapi" attal- 
mazásokriál, 


4. Tapasztalati elosziás 


Tegyük fel, hogy a VE aes r... — valószíntiségi váltózókról csak 


annyit tudunk, hogy függetlenek és eloszlásuk közös, de ezt a közös ak 
oszlást nem Ismérjük. Üyéü valószintiségi változó sorozathoz jüthatunk, 
ha egy ismerétlen eloszlásu § valószínéségi változórá független kisér- 
letsorozatot végzünk, és jj c hek vesszük éz t-ik kisérlet eredményét 
(i - 1 12 tet HP g. 

Az első n kisérlet eredménye n darab valós számot jelöl ki 


a számegyenesen. Tegyünk mindegyik szánira : NnALYSÁgU festékcso- 
móőt. Ha egy szám többször ís kíjün kisérleti eredményként, akkor erre 
a számra annyiszor 9 nagyságú festékcsomót tegyünk, ahányszor ez 
a szám lett az eredmény. Ily módon véletlentől függően egy (eléggé spe- 
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ciális, diszkrét) eloszlást kapunk a szímöogyonesen, Ezt az eloszlást a. 


ur Ínrerr megfigyelt értéketből felállított n-ik tapasztálati elosz- 


lásnak ak neveszük. c 
— Ha például a kisérletek eredményeként Ti z B, 12" sz, 


19. z3,5, Ú4, zt 3, - fs z 06, akkor az ötödik tapasztalati eloszlás 


igy néz kt: 





Téte; Ha B A számegyenesnek tetszőleges ré 
majdnem biztos, hogy az. n-ik sztálati eloszlás által ! 
fegtékmennyiség T—e ér egetén tart ahhoz a festékmennyiséghez, amit 

. fenti közö eloszlás a B-re ket, i Í 








. A tétel azt mutatja, hogy ha egy valószínlíségi változóra 
független kisérletsorozatot végzünk, Akkor a kisérleti. öreédmények- 
ből adódő pontrendszer körülbelül ugy helyezkedik el, ugy "oszfik 
a! a számegyenesen, ahogy a valószinüűsépi változó eloszlása aze 
rint szétkenjtik, "elosztjuk" az egységnyi festékmennyiséget, 


Ezért ha a valószínűségi változó eloszlását ném ismérjük, ákkor 
az ismeretlen eloszlást á tapasztalati eloszlásokkal közelítketítk. 


Bizónyítás: Az n-ik tapasztalati eloszlás szeririt annyi festék ke- 
nődik a B tHáalmazra, amennyinek az első n kisérletből a EB 
esemény relatív gyakorisága adódik, A nigy számok erős törvénye sze- 
rint majdnem biztos, hogy ez a relatív gyakoriság az esemény válószi- 
nüségéhez tart. A £ CB esemény valószínűsége pedig a közös elosz- 
lás szerint a B-re!kent festékmennyiséggel egyenlő. W 


Megjegyzések: 
i. látszik, hogy Ht a nagy számok érős törvényét alkalmaztuk a 
Ks B egeményre, Ha a gyenge törvényt alkalmazzuk, akkor ís hasz- 
sítható eredményekhez juthátunk. 
2. Égydimenzlős esetről szól a tétel, de nyilván többdímenztős 
esetben 18 igaz, és a bizonyítás is ügyanigy jó ösak éppen a B 0 hat 
mázt. a megfelelő ülmenziós tér részhalmazának kell választani, 
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Standard normális eloszlás 
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